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RESUME

Le travail réalisé au cours de cette maitrise a été d’'impiéenaine méthode de résolu-
tion tridimensionnelle de I'équation de transport neuigae par la méthode des ordon-
nées discrétesS(y), apparaissant lors de I'étape de calcul de cellules ou deratans
le domaine de la simulation neutronique des réacteurs aive La méthodéy fait
partie des premiers outils numériques développés poundésdéquation de transport
de particules neutres, et reste encore largement utilisée.

La méthode aux ordonnées discrétes présuppose un trattparéinulier de la variable
angulaire, celle-ci est en effet discrétisée suivant unbrerdonné de directions (ordon-
nées discretes), auquelles on associe un poids d’intégrati

Concernant le traitement de la variable spatial, c’esbhigiement le schéma diamant
linéaire qui est le plus utilisé. Celui-ci repose sur un sch@ux différences finies li-
néaires, comme nous le décrirons par la suite. Dans noualtraous avons généralisé
cette approche en proposant I'utilisation de schémas ditatbordres élevés, permet-
tant ainsi un gain en terme de convergence spatiale de nmdsalNous nous sommes
limités dans notre études aux géométries 2D et 3D cartéssenn

Par ailleurs, il a fallu tenir compte des problémes de cajergce connus de la méthode
Sy, pour cela nous avons retenu le schéma DSA (diffusion stintaeceleration), ap-
partenant a la famille des méthodes d’accélération syigties. Dans cette optique, nous
avons utilisé le code TRIVAC en approximation diffusionxerduale, Raviart-Thomas,
superconvergente (Gauss-Legendre) et cartésienne erndionnelle.

L'ensemble de la programmation a été validé au travers dehpearks simples mono-
cinétiques 3D anisotropes, a deux groupes et isotropesfipalement par comparaison
avec le code MCNP sur le benchmark NEA3D-TAB-2007.
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ABSTRACT

This project is dedicated to the implementation of the @itciordinate methodS(y
method) for the 3-Dimensionnal Cartesian transport eqoatiy method is the most
widely used technique for solving the transport equationeaftral particles.

The discrete ordinate method implies a special discrebizaf the angular variable, and
in its classical implementation the spatial variable iegnated by the Diamond Linear
scheme. In this work, our approach was to extend the diamonense to high order
spatial approximations, in order to increase the spat@li@cy of our numerical results.
Our study is limited to 2D/3D Cartesian geometries.

Furthermore,Sy methods are known for their bad convergence propertiescaip
when the scattering ratio is close to one, or in presencerohgtheterogeneities. To
deal with these issues, we have conjointly implemented m3&uS,y method a Diffu-
sion Synthetic Acceleration, based on our core solver TRIVI/e have used here a
mixed-dual, Raviart-Thomas, superconvergent (Gausgiheg) approximation of the
flux in 3-Dimensionnal Cartesian geometry.

All of our work was validated through simple test cases, graip anisotropic and two-
groups isotropic benchmarks. Finally, we have tested olwesdy comparison with
MCNP numerical results during the study of the NEA3D-TAB3Z0
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INTRODUCTION

Le domaine de la simulation neutronique joue un réle impadans les phases de déve-
loppement et d’exploitation des réacteurs nucléairesc Ave densité d’un neutron pour
cent milliard d’atomes, cette population neutronique @te considérée comme un gaz
monoatomique. C’est donc I'’équation de transport de Batamissue de la mécanique
des gaz, qui décrit I'évolution de la population de neutrdésendamment des variables
spatiales, angulaires et énergétiques.

Due a sa nature intégro-différentielle, 'équation de $gort de Boltzmann ne peut étre
résolue de maniére analytique que pour des cas extremeimghes. Dans les cas réels,
le flux neutronique est obtenu par des méthodes numériguyajirant un processus
itératif.

La méthode dite aux ordonnées discrétesgufait partie des méthodes les plus utilisées
pour justement résoudre I'équation de transport de pdesauweutres sur une géométrie
donnée (Gelbard et al.; 1968). Utilisée dés le début du 2Gsénte en astrophysique
dans le domaine du transport radiatif, puis formalisée pandrasehkar en 1650 (Chan-
drasekahar, S.; 1960), la méthode aux ordonnées discrétédransposée a la neutro-
nigue par Lee au laboratoire de Los Alamos dans les anné@s(lL8é, C. ; 1962).
Comme nous le préciserons dans la suite, la métitadatilise la forme dite intégro-
différentielle de I'équation de transport et implique uaitement spécial de la variable
angulaire, le traitement des variables spatiales repansouvent sur un schéma aux
différences finies dischéma diamantC’est pourquoi il est relativement fréquent en
neutronique que le termméthodeS, implique implicitement schéma d’intégration a
différence diamant (diamond differencing scheme). Afircdtaitre I'ordre de précision
spatial, de nombreux schémas d’intégrations dits a ordegs®ont été proposé récem-
ment, on pourrait citer par exemple les méthodes nodalearattéristiques (Duo,l.J,

Azmy, Y.Y.; 2007), ainsi que les schémas directionrefgondérés (Petrovic, B.& Ha-



ghighat, .A; 1995b).

La méthode a ordre élevée développée dans (Hébert, A. ; Ro§6ase sur une géné-

ralisation du schéma diamant en géométrie 1D/2D, approsaaqus avons étendu au

cas 3D. L'intérét est de pouvoir accroitre I'ordre de cogeace spatial de nos calculs
tridimensionnels, et ainsi de disposer d’'une méthode piésige lors d’applications fu-

tures, tels que le design et la validation de la neutronigqserdacteurs de génération 3

et4.

Par ailleurs, il est apparu nécessaire de développer cwajpent aux méthodes, des

techniques dites d’accélération de la convergence, cay camains cas trés diffusif la

méthode aux ordonnées discretes présente un taux de cengerges faible (Alcouffe,

R.E.; 1977). La méthode dite DSA (diffusion synthetic aecatiion) fait partie des tech-

niques de préconditionnement les plus employées afin déxecdes itérations internes,

et ainsi de s’assurer que les solutions numériques pradpéela méthodey soient

bien convergées .

Le travail réalisé dans le cadre de cette maitrise a corgsisté

— généraliser la méthodey déja disponible en 1D/2D en 3D.

— mettre en place les ordres d’'intégrations spatiaux lre¢parabolique et cubique.

— implanter un schéma d’accélération de la convergencé,hada méthode DSA uti-
lisant 'approximation mixe-duale, superconvergenteleyotie P, du flux. La staté-
gie d’accélération retenue est basée sur I'utilisatiomgitéconditionnement de type
DSA, combinée a des méthodes de résolution itératives @e@GRES(k) semblable
a celle décrite par Saad dans (Saad et al. ; 1986).

Tout ce travail a été réalisé et implanté dans le code de uéB8RAGON (Marleau,

G., Hébert, A. & Roy, R.; 2007a), développé a I'Institut den@@éNucléaire de I'Ecole

Polytechnique de Montréal.



CHAPITRE 1

RESOLUTION DE LEQUATION DE TRANSPORT PAR LA METHODE Sy

1.1 Présentation de I'équation de transport

Avant d’introduire le formalismey, il convient de présenter plus en détail I'équation
de transport neutronique. L'approche issue de mécaniqgtist&gjue suppose que chaque
neutron évolue dans un espace de phase a 7 dimensions camigren

— 3 coordonnées spatiales;

— 3 coordonnées angulaires;;

— 1 dimension temporelle.

On utilise couramment la notation suivante :

— 7 pour la variable de position dans I'espace.

- 17; variable de vitesse décomposéelen= HXZH etQ =

SRR

— tvariable temporelle.

La densité neutronique est représentée par la distributioh V,, Q, t),

tel quen(?,Vn,ﬁ,t)d?’rand?Q représente le nombre de neutrons a l'instant t dans
I'hypervolumed?rdV,,d*Q? , qui correspond a I'élément de voluni&- autour du point

7, 'élément de vitesséV/, autour dé/,, et dans I'élément d’angle solidé2 autour de

Q. On peut remarquer que( 7, V,,, Q,t) est une distribution par rapport aux variables
7, V, etQ mais une fonction par rapport au temps t.

On définit a partir de la densité neutronique le flux neutroeitgl que :

~ ~

(T, Vo, 1) = Von (7, Vi, Q, 8) (1.1)



Le flux neutronique tel que défini précédemment est utilis@mne inconnue dans I'équa-
tion de transport car sa connaissance facilite par la saitalcul des taux de réactions.
Ainsi, sa définition est d’ordre mathématique et non physsiqu

On utilisera tout au long de ce travail la forme dite intéditbérentielle simplifiée de

I’équation de transport de Boltzmann :

~

Q-Vo(T,V,, Q)+ (7, V) d(T, Vi, Q) = Q(T, V,,, Q) (1.2)

Avec :

— 7 variable d’espace,

— Q= (\/(T = 2)cos¢, /(1 — 1i2)sing, 1) variable angulaire,

— V,, variable d’énergie.

— (7, V,, ﬁ) représente le flux neutronique dans I’hypervolume associe,

- Q- Vo(7,V,, Q) représente le terme de neutrons sortant,

- (7, V)7, Vi, Q) représente le terme de fuite par collision des neutrons,

- Q(7,V,,, Q) représente I'ensemble des termes de source des neutrons.

1.2 Obtention de I'équation de transport

L'équation de transport traduit un bilan de neutrons daxiément d’hypervolume défini

précédemment3rd*QdV,, autour de{?, Vo, Q} dans un intervalle de temgst :

Variation du nombre de neutrons = bilan de neutrons sortis d&r (1.3)
— neutrons sortis par collision

-+ neutrons créés

On détaille chaque terme :



— Lavariation du nombre de neutrons dans l'intervalle deptefxt dans I'hypervolume

d3rd*QdV,, est donnée par :

~

n(7, Vo, QO t + At) — (T, V,,Q,t) (1.4)
— Les neutrons perdus par collision pendant 'intervalléethepsAt¢ s’écrivent :
(T Va) |07, V2 0.1)| At (1.5)

avecy (7, V,,) section efficace totale du milieu.

— Le bilan de neutrons sortant d&- se met sous la forme :

— ~ ~

V- Q6(7, Ve, Q)AL = Q- Vo(T, Vi, O, 1) At (1.6)
— on définit le terme soura@( 7, V,,, Q), ¢) tel que
Q(7T, Vi, Q1) At (1.7)

représente le nombre de neutrons créés pendant l'intersaltempsi\¢ dans I'élé-
mentd®rd*QdV,,.
On peut désormais établir le bilan de la population neugpamidans I'élément d’hyper-

volumed?rd*QdV,, autour de{ 7, V,,, ﬁ} dans un intervalle de temps! :

~

n(7, Vo, Ot + At) — n(7, V,, Q1)
At

= X7, V)o(T,V,, 1) (1.8)
—Q-Vo(T,V,, Q1)
+Q(T, Vi, Q1)



En faisant tendré\t vers 0, on obtient la formdifférentiellede I'équation de transport :

10 ~ ~ ~ ~ ~
vaqb(?a Vn7 Qa t) + ? ' Qgﬁ(?? VTH Q7 t) +2(?7 Vn)Qb(?)a Vn7 Qa t) = Q(?}a Vn7 Qa t)
(1.9)
Avec 'égalité
— A~ — ~ ~ — N o~
\% 'Q¢(T>Vn>Q>t):Q' v¢(T,Vn,Q,t), (110)
On obtient la forme suivante pour I'équation linéaire detBolann :
10 ~ ~ ~ . I
507, Vi, Q) + OV o(T, Vo, 0 t) + (T, V) (7, Vi, 1) = Q(F, Vi, O 1)
(1.11)
En approximation quasi-statique, I'’équation devient :
Q- Vo7, Vo, Q) + S(7,Vi)d(T, Vi, Q) = Q(7, Vi, Q) (1.12)

La derniére étape consiste a écrire sous forme d’expangsibarenonique sphérique le

terme de source :

L
Q7 Vi) = 52 2L S (7 v REE). (1.13)

Le sujet de travail de cette maitrise sera donc de résougredtion suivante en géomé-

trie 3D cartésienne en utilisant la méthode des ordonnéesaiies :

oA . LAl R241 - ~
Q- V(T Vo, Q) + 5(T, Va)o(7, Vo, Q) = D - > QU (T Vi)RMQ).



1.3 Traitement du terme de source

Dans I'équation linéaire stationnaire de Boltzmann, leneede sourc€)( 7, V,, Q) en-
globe toutes les émissions possibles de neutrons (fissfusidn, source externe). On
utilise désormais pour I'énergie la variatile= V2. Sous sa forme intégrale, le terme

de source s’écrit :

Q(7,Q,E) :/ dE’/ PUS(T, Qe E— EN((T,Q,E)  (1.15)
0 4r

d*<Y ~
(7.0, )

+X(?,E)/ dE’uzf(?,E’)/
0 47

+SE$t(7>7 ﬁ? E)

Avec les valeurs macroscopiques suivantes :

— Y, la section efficace de diffusion (scattering), correspoh@a transfert entre les
différents groupes d’énergie ;

— X; section efficace de fission;

— v le nombre de neutrons secondaires issus de la fission;

— x le spectre des neutrons, défini tel gud”)dE corresponde & la probabilité pour un
neutron émis suite a une fission d’avoir une énergiellE fres.

Il convient dés lors de s’intéresser aux principales étaptesenant dans la résolution

de I'équation de transport de maniére générale.

1.4 Traitement des conditions aux frontiéres

Avant de résoudre I'équation de transport dans une régidonnée, il convient de s’in-
téresser aux conditions imposées aux limites de ce dom&ine
Le traitement des conditions aux limites est propre a chatgtbode de résolution, nous

y reviendrons donc par la suite dans le cas précis de la m&thodordonnées discrétes.
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H LY 7 Ve % -
Pour l'instant, de maniére générale, on po&e,) le vecteur normal au point, appar-
tenant V.
La résolution de I'’équation de Boltzmann sur le domaine is@&do requiert la connais-

sance du flux(7, V,, Q) pour @ - N(77) < 0.

— Condition limite d’albédo :
La condition aux limites d’albédo relie la valeur du flux sorta celle du flux rentrant.

Cette relation s’exprime par :
(T, Vi, Q) = B(T, Vi, ) avec - N(72) < 0 (1.16)

On a not&Y la direction de la particule sortante. L'albédgeut prendre n'importe
quelle valeur entre O et 1, 8i = 0 alors nous sommes dans le cas de conditions de
vide aux frontiéres. S¥ prend la valeut, il s’agit de conditions de réflexion pure.

Le cas général correspond au cas dit de réflexion spéculaire :
Q-N() = - N(7)) avec(Q x ) - N(7)) =0 (1.17)

— Conditions de réflexion blanche :
Elle correspond a une condition particuliere de réflexionrpaquelle toutes les parti-
cules sortant de I'espadéretournent dang” avec une distribution angulaire isotrope.

Onaalors:

220) [ﬁ/ . N(T—g)] (T Vi, 1) avecdy - N(72) < 0
(1.18)

Q'-N(73)>0

(7, V,, Q) = 47r/

— Conditions de translation ou conditions aux frontiéresgoéque :

Ce type de condition correspond au cas d’'un réseau périedique flux sur une



frontiére est égal au flux sur une autre frontiere parallelda@maine.
O(72, Vo, Q) = 6(72 + Ar, V,, Q) (1.19)

avecAr le pas du réseau.

1.5 Lapproche multigroupe

La résolution de I'équation de transport par le biais de wdttdéterministe implique un
traitement spécial de la dépendance en énergie. L'approditggroupe consiste a sub-
diviser le domaine d’énergie & groupes dans lesquels les neutrons seront considérés
comme monocinétiques. Les quantités dépendant de I'énsegbnt ensuite condensées
sur chaque groupe.

On utilise de maniére courante la variable Iéthargie In(E,/FE) sur le domaine éner-

gétiquel0, Ey|, de tel sorte que :
Wy ={uiug 1 Su<u}={B;E,<E<E,.};  ¢=1G (1.20)

avecu, = In(Ey/E,) etuy, = 0. Ainsi le spectre d’énergie est divisé en G groupes
|E,, E,—1] avecg = [1,G]. Les groupes de plus hautes énergies se retrouvent donc en
premier,FE, > Fs... > Eg.

On peut des lors exprimer I'équation de transport en fosnadi multi-groupe :

Q- Ve (7,0) + 2977, Q) = QU(7, Q) (1.21)
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Avec désormais la relation suivante pour le terme source :

G

QY(7,Q) :§ j/ PRI (T, Q0 — Qo (T, Q) (1.22)
g'=1 47
— & ' — d2Q, —
g 9 s ’
XL [ T

1.6 Méthode aux ordonnées discrétes

La méthode des ordonnées discrétes est trés largemeséatiomme outil numérique

de résolution de I'équation de transport linéaire de Bodtmm

1.6.1 Traitement de la variable angulaire

L'idée fondamentale est de discrétiser la variable angﬂﬁi en un nombre donné de
directions@) (ordonnées discretes) auxquelles on associe des poidégiationw,,.

La combinaison {ordonnées discrétes, poids d'intégratitgfinit une quadrature angu-
laire. On résoud ensuite pour chaque direction la formeymtéifférentielle de I'équa-

tion de transport de Boltzmann. Pour une direction arbérﬁ—ﬁ, celle-ci devient dés

lors:
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1.6.2 Quadratures angulaires pour la méthode des ordonnéekscretes

La variable angulaire?)> dans I'’équation de transport est discrétisée en consitdéran

nombre fini de directions, le flux étant évalué sur chacuneededirections. Chaque

direction peut étre visualisée comme un point sur la surdiada sphére unité, avec une
surface associée dont la signification du point de vue madtiguoe est de correspondre
au poids d’intégration.

C’est I'ensemble des direction discretes et leurs poidsc#ss qui définit une quadrature

angulaire.

Une des méthodes les plus utilisées en calcul de réseauuénmsg une quadrature est la
technique dite a niveau symétrique diegel-symmetric quadratureu L(Q),, quadrature
(Carlson, B.G. ; 1970). Le principe de la méthode est d’ondoisur chaque octant de la

sphére unité les directions si¥i/2 niveaux distincts.

Les quadratures angulaires utilisées dans la métigdeerifient généralement les pro-
priétés suivantes :

— La paire{w,,, K/Z;} (respectivement poids et directions) définit la quadrature

— Le nombre de directions M dépend de I'ordre de la quadrature

L'ordre de la quadrature est paire= 2,4,6....

Les poids associés doivent étre positifs et leur sommeal@@e a 1. On doit avoir la

relation suivante :

M
Z w, =1 (1.24)
n=1

Les composantes,,, ., &, du vecteu@ vérifient la relation :

fl 1+ & =1 (1.25)
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— Conditions dites de flux :

> Wt =0 Y Wty =0 > wyby =0 (1.26)

— Condition dite de diffusion :
> wapl, =1/3 (1.27)

— La quadrature est usuellement définie sur un octant (1/& dphére unité) et est
ensuite dépliée pour les autres octants suivant des conslidie réflexion.
Pour chaque octant, on aura ainsi les conditions suivantes :

— Laquadrature doit étre symétrique sur la sphére unité&lldesbrte que la solution est
invariante par rotation d’ang% et par réflexion. Cela implique des conditions sur les

moments d’ordre impaires des cosinus directeurs :

M M M
> wapp, = wanp =Y weén, =0, pour nimpair, (1.28)
n=1 n=1 n=1

— Les quadratures angulaires doivent intégrer correctelaemoments du flux, cette

condition s’exprime par les relations suivantes sur les prdspaires des cosinus

directeurs :
M M M 1
> wapp =) wanp =Y welh = T pour n pair. (1.29)
n=1 n=1 n=1

— Le nombre de directions sur chaque niveau est éé}m + 1 pouri =1, N/2.
Le terme niveau symétrique signifie que les angles formésepdignes de niveaux
latitudinaux sont constants. En d’autres termes, les ngdatitudes) sont constants
quandu varie.

— Dans le cas 3D, le nombre total de directions sera éddl & N(N + 2), avec N

I'ordre de la méthodé& .



13

— Soient {i,},k} les indices des cosinus directeurs et N lenbboe de niveaux. On a les
- ; 2, 92, ¢2 S N
relations suivantesy; +1n; +&; = leti+j+k = 5 +2.

— On peut démontrer par ailleurs la relation suivante :
p; = pi+ (i = 1A (1.30)

avec .

2(1 — 3p3)

A:
N -2

pour 2<i<N/2 et 0<pui<1/3 (1.31)

On s’apercoit que le choix de, détermine la répartition des directions dans I'octant.
Pour des valeurs de, faible, les ordonnées discrétes vont étre regroupées pees d
pobles de la sphere. A l'inverse, plus est grand et plus les directions seront éloignées
des poles.

Les poids associés a chaque direction (point weight) seuinévalués au travers
d’autres équations. Par exemple, dans le cas d’une quagla@aniveaux symétriques

Ss, les conditions peuvent étre formulées de la maniére stavan

2p1 +2p2 = wy (1.32)
2]92 + p3 = W2 (133)
Ip1 = wy (1.35)

Avec {p1,p2,p3,p4} €S pOids associés respectivement aux directions {42, 8t { wy,ws,ws,w4}

les poids associés a chaque niveau {1,2,3,4}.

Il faut néanmoins remarquer que ce type de quadrature éstings par I'apparition de

poids négatifs non physiques a 'ordsg,.
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A

FIG. 1.1 Quadrature a niveau symétrigtie

1.6.3 Equation de Boltzmann en géométrie 3D cartésienne

Dans le cas particulier d'une géométrie 3D cartésienneréatibn de la particule neutre
QO est uniquement définie par le cosinus direciede I'angle polairel et par son angle

azimuthale.

Dans ces conditions, 'opérateur de fuite est uniquementlistribution ez, y, z, 11, ¢ }.

On peut ainsi I'exprimer sous la forme suivante en utilisare dérivation en chaine :

d 9dr ddy 0d: 0du 9 do

-~ —
Q- V=—=——+——F7+— — —— 1.36
ds 8xds+8yds+0zds+8uds+8¢ds ( )
Avecds un élément différentiel du chemin de la particule dans ladtion().
On a de plus les relations suivantes :
d d d d d
’ dy_, L q®_d_, (1.37)

%Z'M’ ds ds ds
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55 QU |

FIG. 1.2 Systeme de coordonnées 3D cartésien

On obtient donc pour I'opérateur de fuite :
~ = 0 0

0
v :M%_Fna_y_'_f& (1.38)

L'équation de transport de Boltzmann devient donc :

L

) ) ) A+1 < "
g+ + 6+ S0 2) | @l 2) = 30 2 S Qs AR,

47
=0 m=—I

(1.39)

Nous allons par la suite chercher a résoudre cette équatiatep méthodes numériques.
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1.6.4 Traitement de la variable spatiale : schéma aux diff@nces finis

Le traitement des variables spatiales implique dans unipraemps une discrétisation
du domaine géometrique encellules de calcul 119, 23/2, Tit1/2, ---s Tnt1/2,

Y1/2, Y3725 Yit1/25 -+5 Yn+1/2s

R1/25 #3/25 Fid1/2y «++y Fnt1/2-

Chaque cellule aura donc comme volumg, = Az;Ay; Az

Les sections efficaces sont également considérées castamtchaque cellule et sont
notéesy; ; . On intégre ensuite I'équation (1.39) sur chaque cellulés pprés norma-
lisation par rapport au volume, on obtient I'équation sotegpour les flux volumiques

et surfaciques :

K—;(@H/z,g‘,k — ic1y25k) + An—;j(@,jﬂ/g,k — Bijo1/20)t (1.40)
€n
AZk (¢Z,],]€+1/2 - ¢i,j,k—1/2) + 22,]7k¢2,],k — Qi,j,k

Dans cette équation, les indices {i,j,k} réferent aux vaseuolumiques, les indices

{i+1/2,5+1/2,k+ 1/2} aux valeurs surfaciques aux frontiéres de la cellule.

Pour les méthodeSy, différentes classes de schémas aux différences ont éedogév

pés. Le plus utilisé historiquement (Lathrop, K.; 1969) sts doute le schéma aux
différences pondérés : les flux scalaires de chaque cebulemis comme étant fonc-

tion des flux surfaciques situés aux frontieres de la cetiolesidérée. On a alors les

relations suivantes :

¢mgk = ai,j,k¢n,i+1/2,j,k + (1 - ai,j,k)¢n,i—1/2,j,k (1-41)

nsije = bijk®nsijr1/26 + (1 = bijk)Pnij—1/2.k (1.42)

¢mgk = Ci,j,k¢n,z‘,j,k+1/2 + (1 - Ci,j,k)¢n,i,j,k:—1/2 (1-43)
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Les termes {a,b,c} sont alors des facteurs de pondératiaéterminent le schéma d’in-
111

27272
aux différences diamant®n I'appelle également schéma aux différences linédass

tégration choisi. Dans le cas particulier fu b, ¢} = { }, on obtient leschéma

ce cas précis, le flux angulaire étant la moyenne des flux amtidres, la variation du

flux dans chaque cellule est supposée linéaire. Les retasionantes apparaissent :

1

Onijk = §(¢n,i+1/2,j,k + Gnic1/2,jk) (1.44)
1

Onijk = §(¢n,i,j+1/2,k‘ + ¢n,z‘,j—1/2,k) (1.45)
1

Onjijke = §(¢n,i,j,k:+1/2 + Onijk—1/2) (1.46)

On peut ensuite éliminer les flux sortants dans I'’équatiamcjpale et obtenir les flux
angulaires centrés dans la cellule {i,j,k} :

24 21 26,
A.CL'Z‘ ¢n,z—1/2,],k‘ + ij ¢n,z,]—1/2,k + AZk ¢n,z,j,k—1/2 + Qn,z,j,k

20, 20, 2&,
P 2 26
Az; Ay, Az

Dnijk = (1.47)

Ynjigk +

Par la suite, pour une direction donnée auec> 0, n, > 0 et&, > 0, les flux sortant

sont évalués aux travers des équation suivantes :

Onjit1/2,k = 2Pnijk — Pnyij—1/2,k (1.48)
Onjij+1/2k = 20k — Pniij—1/2,k (1.49)
Onjijkr1/2 = 2Pnijk — Pnijk—1/2 (1.50)

Un des problémes majeurs est que le schéma aux différeméssrés peut conduire a
des flux angulaires négatifs non physiques pour des régioes gradient de flux est

important, et ce bien que les flux rentrants ainsi que lesdsihe source soient positifs.
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Pour remédier a ce probléme, I'approche la plus utiliséeledixer les flux négatifs a
zéro, et de recalculer le flux dans la cellule en conservahilda de neutrons. C'est
'approche dite danegative flux fixupCela permet de palier a I'apparition de flux né-
gatifs, cependant la linéarité du schéma diamant est pedthueune perte en terme de

cohérence mathématique dans la méthode ainsi qu’en terpréalsion dans les calculs.

1.6.5 Stratégie de résolution

La résolution de I'équation de transport par la méthode désmées discretes implique
un calcul itératif sur les termes de source (itération sgolarce, dites également itéra-
tion de scattering).

Le principe de cette méthode est de fixer dans la premiégaidérles termes de source,
puis ensuite d’appliquer une stratégie de balayage desidemangulaires et spatiaux
prenant en compte les conditions aux limites.

Les valeurs du flux angulaires récupérées ainsi serventcaleales moments de Le-

gendre du flux, qui & leur tour permettent de déterminer l@sde de source pour l'ité-

ration suivante. Le processus itératif continue jusqu’@wen critére de convergence

fixé soit atteint. Généralement, le critere de convergente e

@41 — Pillo

<107° (1.51)
[axqpss

Le processus complet de résolution du probléme de trans@oessite ensuite un calcul

itératif sur les groupes d’énergie, et éventuellement éenadre d'un probléeme & s,

un calcul itératif sur la valeur propre. Ces schémas de sasmnt communs aux autres

méthodes de résolution, nous ne les décrirons pas danyag.tra

Par ailleurs, le processus itératif sur le calcul de la smest connu pour présenter des

problémes de convergence pour des milieux trés fortem#uasids et optiguement épais
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(Alcouffe, R.E.; 1977), c’est-a-dire pour Iesque% ~ 1, avecX, section efficace de
diffusion, et la section efficace totale. De nombreuses méthodes d’'aatiéléde la
convergence ont été développées pour palier a ce problénhe fdams & E.W. Lar-
sen; 2002), en particulier la technique dite d’accélématipgnthétique, mathématique-
ment équivalente a un préconditionnement a gauche comnwsl@aié¢velopperons par

la suite.

1.6.6 Accélération synthétique de la convergence

La méthode synthétique pour accélérer la convergence degsus itératif de résolution

de I'équation de transport a été formalisée aux débuts desear60 par Kopp. Lidée de

base est d'utiliser un opérateur de transport d’ordre iefi@ércommepréconditionneur

afin d’accélérer la résolution numérique de I'équation dedport. Les méthodes utili-

sant les opérateurs, ou S, ont montré rapidement leurs limites en terme de stabilité.

C’est pourquoi Alcouffe proposa en 1977 un schéma synthéticaccélération basé sur

I'approximation de la diffusion et connu sous le nomdiféusion synthetic acceleration

qui s’est trés rapidement imposé comme une des meilleurésodes d’accélération

synthétique pour la résolution de I'équation de transparig méthodey .

Le principe de la méthode DSA est :

— Effectuer une premiére itération sur la source.

— Utiliser une approximation de la diffusion pour estimerteur dans I'itération sur les
flux.

— Cette estimation est ensuite utilisée pour améliorerdeltét de I'itération.
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La distribution en particules de la source est dans un preterieps écrite en terme du

taux de réaction du groupe d’énergie dans lui-méme :

QU0 =35 3 [Bu(Mar () + Q@ (TIRF@)] a2

Avec :

— ¥,,(7") I-iéme moment de Legendre de la section efficace macrosagadiffusion
du groupe dans lui-méme.

— ¢ moment harmonique sphérique du flux.

— Q:™(7") moment harmonique sphérique de la source représentanbriésbations
des autres groupes ainsi que la fission.

Le schéma DSA correspond au processus suivant. Si I'on aé@msi’itération sur la

source a l'index arbitraire :

(1)

Q- Vo7 Q) + (7)™ (7, Q) =

L 9
27

[tération sur la source a I'index arbitraiket+ % :

l

Z [Sa (T 4+ Q (7R (). (1.53)

m=—I

_I_

3

(2)
Q- Vot Q) + 2(7)e= (7, Q) =
Lolr1
> 2 BT 4 Qi (TR (). (1.54)
=0 m=—I
On pose:
AT, Q) = ¢TI, Q) — ¢ (T Q) (1.55)

En faisant la différence des deux équations précédenteshtant le schéma DSA :
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~

Q- Voot (7,0Q) + (7502 (7, ) -

L
Z2l+1 Z Zsl(?)(5¢l J(k+1/2) Rm(Q ):

=0 m=—
E2l 41 ¢
> > S — o IR () (1.56)
=0 m=-—I

Le schéma précédent mene a la solution convergée en uneitéeat®n, a condition

que I'équation obtenue soit résolvable. Le probléeme esjugiement cette équation est
équivalente en terme de difficulté de résolution a I'équmtle transport initiale. L'ap-

proche proposée par Alcouffe a donc été de remplacer cettdiéq par son approxima-
tion en théorie de la diffusion. Le schéma ainsi obtenu esiriditionnellement stable
a condition que 'opérateur de discrétisation spatial ddiffaision soit cohérent avec
'opérateur de discrétisation spatial de la méthdde L'équation précédente devient

dés lors en théori®’ :

1

= (7)%&“/2(?) + [B(T) = Seo(T)]60" (T =

=
-V .-

Seo(T)[og V(T — oy (7)) (1.57)

Les moments harmoniques sphériques du flux étantqmotr! = 0 a I'itérationx + 1 :
06 () = 96T — g (T) (1.58)

On doit par ailleurs accélérer les flux aux frontiéres darcakede conditions autre que
vide, en utilisant la méme approche que pour les flux angadalre DSA est appliqué
de maniere isotrope sur chaque point frontier@our chaque moment angulaire en

utilisant la relation :

6711 = 5 H () + 100 () (159)
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Dans notre étude, nous avons utilisé le schéma DSA pouréecélotre méthod&y a
ordre élevé, nous y reviendrons dans le chapitre 2. En &fetéthode DSA est connue
pour étre trés efficace avec le schéma diamant, a conditiedegudiscrétisations spa-
tiales des deux formalismes soient cohérentes. Dans regreine approximation de la
diffusion compatible avec avec le formalisrfig consiste a utiliser une approximation
Py du flux et a utiliser une méthode des éléments finis de typeaRavhomas (Hébert,

A.; 1993) avec une intégration de type Gauss-Legendre degesad’assemblages.

1.6.7 Méthode de Krylov appliquée au formalismeSy

Bien que le schéma DSA soit connu pour étre inconditionnedig stable pourvu que
I'équation de diffusion soit discrétisée de maniere coh&et que le milieu soit iso-
trope, voire faiblement anisotrope, I'efficacité du DSA pétre tres largement dégradé
dans le cas de problémes multidimensionnels présentafantieshétérogénéités (Warsa,
J.S etal. ; 2003). Cette défaillance peut étre surmontéélesant les méthodes de réso-
lution itératives basées sur les sous-espaces de Krylawgsoudre le systéme obtenu.
En effet, il est intéressant de remarquer que le schéma DISAr'iatroduit précédem-
ment est équivalent a un préconditionnement a gauche detheodes y (Patton, B. W. ;
1996). En écrivant les relations définies précédemment feooe sous forme matri-
cielle, on obtient :

DD +3) = R (+3) — o) (1.60)

Avec @ et §® les vecteurs colonnes contenant respectivement touteoieposantes

harmoniques sphériques du flux et les termes correctifs.

D — plo) 4 P(q)(w%) — o) (1.61)
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Avec :
P=1+D'E. (1.62)

L'équation (1.62) est de type récursive, préconditionriégmint fixe. A ce titre, elle est
directement éligible a une procédure d’accélération bagéene minimisation de son
résidu. Le formalisme GMRES (Saad et al.; 1986), pGeneral Minimal RESidual
est largement utilisé dans le cadre des méthode aux ordemigmeétes. La méthode
GMRES utilisée dans le cadre des méthaslgglans DRAGON Version 4 est basée sur
I'approche suivante : on introduit d’abord un facteur délécation dynamique®) dans
I'équation (1.61) :

Pt — pr) 4 M(k)P(q)(fﬁL%) — ) (1.63)

Le but de I'algorithme est de minimiser la normé du résiduR**+1 & l'itération sui-

vante. On réécrit I'équation (1.54) sous forme matricielle
drts) = W) 4 g (1.64)
Le résidu correspondant est alors :
R =P(Wo® 1 § — o)) = P(r2) — pix)) (1.65)
A l'itération suivante, le résidu devient :

R — P(WaHHD 4+ § — o)) (1.66)
_P [(W@n) 4 EWPR@EHD — ) 4 g @) _ [ Bp(lety) q)m))]

= R 4 u®P(W — T)R™)
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La normeL? du résidu est minimale sil'on a :

d
mm(ﬁ“), Ry =0 (1.67)

Donc, d’apres I'équation obtenue précédemment, on ohtient

(w_ __ (REVPW-T)RY) (1.68)

=W — 1[) ®), P(W — )R®)’

Le paramétrg,*) est ainsi calculé dynamiquement, comme une fonction dduékine
technique utile de calcul de®) est de considérer la valeur d¢ a l'itération () et
de réaliser deux itérations libres (une préconditionnémetnon accélérée). On obtient

alors trois itérations successives :

Dy = oW (1.69)
Dy = Oy + P(Wdy + S — ) (1.70)
Dy = Oy + P(Wd, + S — &) (1.71)

De tel sorte que les vecteurs erreey®te; peuvent étre définis tels que :

eo = O — &y = P(Wd, + S — &) = R™ (1.72)
€1 = @2 - @1 == ]P)(W@l + S — @1) (173)

Etde plus:
P(W —I)R"™ = P [W(®, — ®g) — (P1 — By)] (1.74)

= P(Wd, + S — &) — P(Wdy + S — By)

= €1 — €.
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On obtient ainsi une expression simplifiée pply :

(k) _ (e, €1 — €p)

1) = (1.75)

<€1 — €p,€61 — €0>

Litération x + 1 accélérée devient alors :
O = o) 4 I RE — W, 1 (1 — D, (1.76)
A ce moment précis, nous avons besoin de trois nouvellegimés libres, on pose donc :

By = o (1.77)
(ﬁl = q;() -+ ]P)(W(I;o + S — CI;(]) = ,u(”)CI)Q + (1 - ,u(”))fl)l

QSQ - q;l +]P)(Wq;1 "—S— chl)

et I'on continue ainsi de suite jusqu’a convergence desutzlc



26

CHAPITRE 2
METHODE Sy A ORDRES ELEVES EN GEOMETRIE 3D CARTESIENNE

2.1 Théorie

2.1.1 Equation de Boltzmann en géométrie 3D cartésienne

Le comportement quasi-statique d’une population de pdecneutres peut étre modé-
lisé par la forme du premier ordre de I'équation de Boltzm#&mconsidére ici la forme
monocinétique, résultant de I'approche multi-groupe. Erettant I'index g issu de cette

discrétisation, I'équation de Boltzmann se simplifie en :
Q- Vo(7,0) +2(T)e(T.9) = Q(T,9) (2.1)

avec :

— (7, Q) flux angulaire des particules, correspondant au produiaakehsité de po-
pulation des particules par leur vitesse ;

— 3(7") section efficace macroscopique;

— Q(7,Q) distribution en particules de la source.

Le systeme de coordonnées 3D cartésiennes est montré arta(fgl). La particule est

localisée a la positiofi, y, z), correspondant a I'origine du systéme de coordonnées. La

direction de la particuIéAZ est définie par le cosinus directeurl’angle polaired et par

'angle azimutaly. Le terme de fuite est donc une distribution des variablesz, j, ®

et ¢, on peut donc I'écrire :

~ = 0 0

0
V:,ua—x—F??a—y—'—f& (22)
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FIG. 2.1 Systéeme de coordonnées en géométrie 3D cartésienne

Aprés discrétisation des variables angulaires, on obti@mime formulation de la forme

linéaire de I'équation de transport de Boltzmann :

0 0 0 )
gy Ty &y + B2,y 2 )} P, (2,y,2) = ZQ z,y, 2) B ().

47
1=0

(2.3)

avecd,(x,y,z) = ®(x,y, 2, tn, M, &), 1€ terme de source étant écrit sous sa forme
en expansion d’harmoniques sphériques. Les moments haquessphériques du flux

sont approximes :
N(N+2)
Q" (z,y,2) = Z Wo @, (2, y, 2) R]"™ (fons Tns En) (2.4)

n=1

N(N + 2) correspondant au nombre total de directions (ordonnéesatks).
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2.1.2 Intégration de la variable angulaire

Si I'on considére une quadrature angulaire a niveau syguérd’ordreN, l'intégration
de la variable angulaire doit se faire SMf N + 2) directions, correspondant au nombre
total de directions dans la sphére unité. La présentatisrgdadratures.Q),, utilisées
dans le traitement de la variable angulaire a déja été ééatians le chapitre 1, nous ne

reviendrons pas sur ce sujet.

2.1.3 Intégration de la variable spatiale

On procéde dans un premier temps a la discrétisation spatahotre géométrie. Le
domaine est ainsi divisé en parallélépipédes de coordsHngk}, les sections efficaces
étant gardées constantes dans chague sous-domaine.

Les dimensions de chaque cellule sont donc :

Ax; = Tit1/2 — Ti—1/2-

Ay = Yjr1/2 — Yj-1/2-

Az = Rk+1/2 — Rk—1/2-

Pour un volume pour chaque sous-domaine de :

Vijk = Az Ay Az

On introduit ensuite un changement de variables en posant :
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) -
T — 2(% 12+ Tig1/2) |

- S \Yi— _'_ 3 )
v = Ay, {y y 1/2 y+1/2)

Azz { ~(2zi—1)2 +Zz+1/2>_ . (2.5)

Dans la région (i,j,k), I'équation de transport de Boltzmalevient alors :

fo O M O & O

Az; Ou Ay, o Azkﬁ

+ E”k} D ik(u, v, w) = Qnijik(u,v,w) (2.6)

Les composantes du terme de source sont désormais :

L l
2+ 1 . .
Qn,i,j,k(u’ U, w) = Z A Z Ql,i,j,k(“? U, w)Rl (,Um M fn) (2-7)

=0 m=—1

On développe les variables dépendantes en terme des pagiu), Ps(v) et P, (w).
On peut réécrire les termes de flux et de source en fonctiololrd M/ d’expansion

spatiale des polynémes de Legendre :

M M M

k(U v,w) = Z Z Z Pa(u)Pg(v)Pﬂ,(w)CI)ffi’g:Z) (2.8)
a=0 =0 =0
M M M

Quagrlu,v,w) =33~ Palu) Py(v) P, (w)Q5 7 (2.9)
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On aintroduit la notation suivante pour les moments des fluleda source :
1/2 1/2 1/2
cb;algz) = / duP,(u) / dvPs(v) / dw Py (w)®,, ; i k(u, v, w) (2.10)
—1/2 —1/2 -1/2
et:
1/2 1/2 1/2
Qﬁf,:) = / duPa(u)/ vag(v)/ dwPy(w)Qui jx(u, v, w) (2.11)
-1/2 —1/2 —1/2

L'étape suivante de notre procédure de discrétisationestwtiplier I'équation (2.6)
par les polyndmes normalisés de Legendre.

pour0 < a <M ,0< < M,0< v< M,onobtient:

o [ auro [ aopsto) [ a2t )
" uP,(u vPg(v / wP, (w P2 (v, w)
Az; —-1/2 —-1/2 ’ ~1/2 ! u

[ up) [ dorie) [ a2t
“ duP,(u / dvPg(v / dw P, (w B2 (v, w) +
Ay; —1/2 ~1/2 o —1/2 7 ov

¢ 1/2 1/2 1/2 0. .
An / duPa(u)/ vag(v)/ dw P, (w) =225 (4, v, w)+
Zk J— _ —

1/2 1/2 1/2 ow

1/2 1/2 1/2
Em,k/ duPa(u)/ vaﬁ(v)/ dwPy (W), ; j k(u, v, w) =

1/2 1/2 1/2
1/2 1/2 1/2
/ duP,(u) / dvPgs(v) / dw Py (w)Qn.ijr(u, v, w). (2.12)
~1/2 ~1/2 ~1/2

On utilise les notations suivantes pour les moments des tiwfrantieres de la cellule :

1/2 1/2

@fl*z’izzwkz/ vaﬁ(v)/ dwPy (W), ; jk(£1/2,v,w) (2.13)
~1/2 ~1/2

) 1/2 1/2

@nflg’j’ll/m:/ duPa(u)/ dw Py (w) Py jx(u, £1/2,w) (2.14)
~1/2 ~1/2
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1/2 1/2
®1(7,a2>;i)i7,/2:/ duPa(u)/ dvPs(v) Py, ; j k(u, v, £1/2) (2.15)

1/2 1/2
On intégre maintenant I'équation obtenue sur chaque régigkd pour M = 2, soit
0< a<2,0< <2,0< v <2; afindobtenir les équations correspondant aux

ordres linéaire (M=0), parabolique (M=1) et cubique (M=2) :

(1)
R (00— O ) R (@ = O ) +
ﬁZk (@ﬁfﬁzﬂ/z - ®1(3’L(,)]*k) 1/2) + Z"M kq)floz?aok) Qfgi?j?k)’
(2)
3K_;((I)S;(ﬁ)/2,j,k + (I)E:ﬁ?)/zj kT 2(1)51010]013) + X_Zj(q)le,fj"(—?lﬂ kT (1)511:90)1/2 )+
ka (‘DS,%?]’-QH/Q - 1(1110]*1@)71/2) + Zn,i,j,k 1(11@0]01@) - ngojok)7
3)
K; (q)g:;i?)/zj,k - cbfz*zl ?/2; Wt \/§ %y (cblez*]—i—l/Q kT CI)S:JO)1/2 kT 2@510@0;013) +
ﬁZk (Cbgszﬂp - (I)gzo,i,ljjkk)—lﬂ) + vaivj,kq)flo,i,lj?k) - Qfgl',lj?k)’
(4)
R (O gh = Ouiingn) + 2 (@ s — O ) +
V33 (@ nozog*k)+1/2 + q)gz?i?jjkk)—lﬂ — 200 00) + S kP = Qi
®)
\/EK—; (q)f:%(jﬁ)/z gk CDSZO (1)/23 E 2f@nlzogok) + Annj (@7(12,%3221/2,1@ - q)g;}(i)uzk) +
ﬁZk (q)fiszﬂ/z - q)fzoj*k) 1) T Enwkq)fzogok) = szoaok)’
(6)
K;i (q)f:zi?)/zyk - q)i*f’(l)/h k) + \/5 ( 510;331/2 k CDSZTJ’O 1/2,k 2\/11)7(37:’0 )
A&zzk (@fgffﬁﬂ/z - q)gzo,i;k)—uQ) + vaivjvkq)gjij?k) - QSzOZQJOk)’
(7)
K;Z ((I)Sﬁ?/z,j E ®7(1*;;0€)/2,j k) + Ay] ((I)fzo,;jﬁ)l/z kT q)fz(?:f)l/Q k) +

(0,0,%) (0,0,%) (0,0,1) (0,0,2) (0,0,2)
\/_Azk( n,1,7, k+1/2 o q)nZ]k 1/2 2\/_(I)nzgk) + znyiijkq)nzgk Qn ,3,0,k 7
(8)
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( (1,%,0) k_‘_(I)(l,'*,'O) —2(1)(1 0, 0))+

n,i,j+1/2, n,i,j—1/2,k n,i,5,k

n %,1,0 *,1,0 0,1,0)
\/gﬁ_g;i ((I)gt,i+1)/2,j,k+q>7(1,i71)/2,] k_2q>7(1 7 k)+f

é’n (171?*) (1?17*) (1?170) _ (1?170)
Az, (q)n,i,j,k+1/2 - n,i,j,k—1/2) + Enﬂmﬁk gk T Qnm,k’
9)
" (%,1,1) (%,1,1) (1,*,1 (1,%,1) (0,0,1)
Ka:l( ni+1/2,5,k q)n i—1/2,9, k) + \/§ ( nyi,j+1/2,k + CIDn,z‘,gel/2 k- Q(I)nZ] k) +

0?17* (0?17*) (071?0) (071?]‘) P (07171)
Vr&ﬂvwwﬂﬂ+®meﬂ_ZQHM)+EMM@W@W—@WMv

(10)
n (%,0,1) (,0,1) (0,0,0) n (1,%,1) (1,%,1)
\/gu_((bn i+1/2,5,k + (I)nz 1/2,5,k 2(I)n KRR k) + An_y]-(q)n,i,jJrl/Z k- q)n,z,] 1/2, k) +
(1,0,%) (1,0,%) (1,0,0) (1,0,1) _ ~1,0,1)
\/_Azk( n,i,7, k+1/2 + (I)n,z,] k—1/2 2<I>n ERA k‘> + Zn%] kq)n Ji,7,k Qn,i,j,k’
(11)

" (,1,1 *,1,1 0,1,1)
\/g X (CI)n 2+1)/2 7, k+q)7(1,i71)/2,] k_zq)fl 1,7, k)+\/§

(1,%,1) (1,%,1) (1,0,1)
( n,5,5+1/2, k+q)n,i,j71/2 k_zq)n,z,] 1/2, k)+

(1,1,%) (1,1,%) (1,1,0) (1,1,1) (1,1,1)
\/_Azk( n,%,7, k+1/2 + Qn,i,j,k—l/Q - 2®7‘L 7, k) + Zn7i7j7k®n,i,j,k = QTZ,i,j,k’
(12)
n (%,1,0) (%,1,0) 1,1,0 (2,%,0) (2,%,0)
\/gﬁxl ((I)n,i+1/2,j,k - cbm 1/2,5,k 2\/_(I)n1]k) + \/5 ( n,i,j+1/2,k + (I)n,i,jfl/?,,k -

(2,0,0) £n (2,1,%) (2,1,%)
Q(I)mg 1/2, k) + Az, (q)n g0 k+1/2 T cbn,i,j,k—l/2) +
2,1,0 (2,1,0)

En 16Js k‘ n,i,j,k Qn,z,] k>
(13)

" (%,2,1) (%,2,1) n (0,%,1) (0,%,1) 0,1,1)
Ka:l ((I)niJrl/Q,jk cbnz 1/2]k) + \/5 A (cbn 4,J+1/2,k cbnz] 1/2,k _2\/_<I>n KR k‘) +

(0,2,%) (0,2,%) (0,2,0) (0,2,1) (0,2,1)

\/_Azk( n,i,5,k+1/2 + q)n,z,] k—1/2 2<I>n 4.7, k:) + En,i,j,k(bn,z‘,j,k = Qn,z‘,j,kv
(14)

" (%,1,2) (%,1,2) n (0,%,2) (0,%,2) (0,0,2)
Ka:l ((I)n J+1/2,5.k q)m 1/2,4, k) + \/_ A (Cbmgﬂ/z k + cbn,i,j 1/2,k Q(I)nZJk) +

(0,1,%) (0,1,%) 0,1,1 (0,1,2) (0,1,2)

\/_Azk( nyi, g, k+1/2 (I)n,z,]k 1/2 2\/_(I)n13k) + zn7i7j7k®nljk Qn Ji,7,k

(15)

n (%,0,1) (%,0,1) (1,0,1) n (2,%,1) (2,%,1)

\/5“_ (q)n Jd4+1/2,5k q)n i— 1/2,3 E 2fq)my k) + An—yj(q)n,i,jJrl/Z,k - q)n,i,jfl/Z,k) +
(2,0,%) (2,0,%) (2,0,0) (2,0,1) _ ~(2,0,1)

\/_Azk( n,1,7, k+1/2 + (I)n,z,] k—1/2 - 2<I>n V07, k) + Envivjvkcbn,i,j,k - Qn,i,j,k’

(16)

" (%,0,2) (%,0,2) (0,0,2) " (1,%,2) (1,%,2)
BK_@(CI)TL i+1/2,5,k + q)nz 1/2,5,k Qq)n Jisds k) + An_y]-(q)n,i,jJrl/Z,k - q)n,i,jfl/Q,k) +
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(1,0,%) (1,0,%) (1,0,1) p(102) (1,0,2)

\/_Azk( n,i,7, k+1/2 - (I)n,z,]k 1/2 2\/_(I)n1]k) n,mk n,z,]k Qn,z,] k>
17)

n (*,2,0) (%,2,0) (0,2,0) (1,%,0) (1,%,0) (1,1,0

3K_9Uz(q)n i+1/2,5, k+q)n i—1/2,73, k_zq)n J0,7, k)+\/5 ( nyi,j+1/2, k_q)n dg—1/2, k—2\/_<I> i, k)

En (1,2,%) (1,2,%) (1,2,0) (1,2,0)
Az, (q)n,i,j,kJrl/Q o n,i,j,kfl/Q) + En,m’,k ni,gk Qn,i,j,k7
(18)

n (%,1,1) (%,1,1) 1,1,1) (2,%,1) (2,%,1)
\/BK:Q (q)n,iJrl/Q,j,k q)n gd—1/2,5k 2\/_c1)n1] k) + \/g ( n,i,j+1/2,k + CI)n,i,jfl/Q,k -

2,0,1

20,7%)) +

2,1,* (2,1,*) (2,1,0) (2,1,1) - (2,1,1)
\/_Azk( n,i,j,k+1/2 + (I)n,i,j,k—l/2 - 2<I>n 1657, k‘> + Zn,i,j,kén,i,jjg - Q”ﬂidﬁk’
(19)

VO W 20V O 0D 2B

n,z,]+1/2k n,g,j—1/2,k n,i,5,k
(1,2,%) (1,2,%) (1,2,0) (1,2,1) (1,2,1)
\/_Azk( n,3,5,k+1/2 + q)n,z,] k—1/2 Zq)n Jisds k:) + En,i,j,k(bn,z‘,j,k = Qn,z‘,j,kv
(20)
n (%,1,2) (%,1,2) (0,1,2) (1,%,2) (1,%,2) (1,0,1)
\/gﬁ_a:l ((bn,i+1/2,j,k+q)n,i71/2,] k 2<I>n 1,7, k>+\/7 ( n,i,j+1/2, k_‘_(I)n,i,jfl/Q k 2<I>n V07, k)+
(1,1,%) (1,1,%) 1,1,1) 112 (1,1,2)
\/_Azk( n,i,j,k+1/2 q)nzgk 1/2 _2\/_C1)n1]k) nldk n,i,5,k Qn,z,] k>
(21)
o (,2,0) (%,2,0) (1,2,0) o (2,%,0) (2,%,0)

\/gu_((bn J+1/2,5k (I)nz 1/2,5,k 2\/_(I)nz]k) + \/5 A (cbn,z,]Jrl/Z E (I)n,z,] 1/2,k

2,1,0)
2\/_C1)n .7, k)

(2,2,%) (1,1,%) (2,2,0) _ ~H(2,2,0)
A—Zk( nyi,j,k+1/2 q)nﬂ',j,kfl/z) + Zn,i,j,k n,i, g,k Qn,i,j,k’
(22)

n (%,2,2) (%,2,2) n (0,%,2) (0,%,2) (0,1,2)

K:Ei ((I)n,i+1/2,j kT cbn 1—1/2,79, k) + \/g N (cbn A g+1/2,k cbn dd—=1/2k 2\/_<I>n 18,75 k‘>
En ((0,2:%) (0,2,%) (0,2,2) (0,2,2)
Az (q)n,i,j,k+1/2 - q)n,z,] k— 1/2) + En,i,j,kq)n,i,j,k = Qn,i,j,k’
(23)

n (%,0,2) (%,0,2) (1,0,2) n (2,%,2) (2,%,2)
\/5“_ ((I)n Ji+1/2,5.k q)n Ji— 1/2,3 k- 2\/_(I)nzg k) + An_yj(q)n,i,jJrl/Z k- (I)n,i,j 1/2,k> +
(2,0,%) (2,0,%) (2,0,1) (2,0,2) (2,0,2)
\/_Azk( nzgk+1/2 q)nzgk 1/2 _2\/_q)nZ]k) +Enﬂ',jvkq)n13k an,g k>
(24)
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( (1,%,2) _p1*2) _2\/—®(1,1,2)

n,4,j+1/2,k n,g,j—1/2,k n,i,5,k

n *,2,2 *,2,2 0,2,2)
\/gﬁ_a:l ((I)fl 2+1)/2 7, k+cbiz 271)/2,] k’_2®7(1 1,7, k)+\/g

(1,2,%) (1,2,%) (1,2,2) 3122 (1,2,2)
\/_Azk( nyi g, k+1/2 (I)nZJk 1/2 2\/_(I)n1]k> nZ,J k n,i,5,k Qn,z,] k>
(25)

n (%,1,2) (%,1,2) 1,1,2 (2,%,2) (1,%,2)
\/EK% ((I)n,iJrl/Q,j,k - q)nz 1/2,5,k 2\/_(I)mgk) \/_ ( n,i,j+1/2,k + nyi,j—1/2,k
2(1)51210]213) +

(2,1,%) (2,1,%) (2,1,1) 212 (2,1,2)
\/_Azk( n,i,j,k+1/2 - (I)nZJ k—1/2 - 2\/_(1)711] k) n 36575 k n,i,5,k Qn,z,] k>
(26)

e (4,2,1) (%,2,1) (1,2,1) n (a(2,%,1) (2,%,1)

\/gu_(q)ni—f—l/Qj,k - (I)m 1/2,5.k 2\/_(1)mgk) + \/5 N (q)n g g+1/2k (I)mg 1/2,k
(2,1,1)

2\/_(1)111] k)

(2:2,%) (2:2,%) _ (2,2,0) 22D (221
\/_AZk ( n, i ] k+1/2 + ®Tl i ] k— 1/2 2®n77’7] k) + Zn7z7]’k®n7ivj7k - animjvk’

(27)

\/gu_" ((I)Sij)m gk (I)SZQ ?/m ko 2\/_(1)111@2]213) + \/g ( f:gil/Q E (1)512:]2)1/2143

9 \/fq)nzllﬁz)

Voas(® n%fa*kﬂm <I>,(ff]*k /2~ 2VBO) + S jn @i = Qursi

Les composantes discrétes de la source sont écrites enofolets moments de Le-

gendre :

L
20 +1 -
Quith =>_ " — Z QU R (s 1y 1)
=0

m=—l1

Les relations (1)-(27) sont des relations exactes rédulatiintégration de I'équation
(2.6) sur chaque sous-domaine avéc= 2.

Les (M + 1)® relations obtenues comportefi/ + 1) inconnues pour les flux sca-

laires @\, et (M + 1)? inconnues pour les flux surfacique§™’y), . o7,
(&5 | 5 pour chaque région.

Pour fermer le systéme, on doit introdui®/ + 1)* nouvelles équations. On introduit

alors les schémas diamants d’ordre élevé, a partir d'unérgisation a n'importe quel
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ordre M du schéma diamant classique.

(+,8,7)

Pour ce faire, on doit écriré@ en terme dep**") et des moment >

n,i+1/2,5,k n,i—1/2,5,k n,5,5,k
de telle sorte que I'on annule le terme d’ordre (M+1).
Les relationsaux différences diamawkordre M sont :
(07/877) (*7ﬁ77) 3 —
20,0 = @ ek 51 M=0
(*7/877) _ *,00, 17 5 .
e q’fﬁ?}z]k + 2\/3@216372 S1 M=1
(Ovﬁv ) (27ﬁ7 ) (*7ﬁ7 ) 3 P
| 2®,550 + VB0, = sio M=2
(
(a,0,7) (v %,y) . o
Qq)n,i,j,’l: - q)n,i,jll/Z,k: S1 M =0
(a,%,y) , 1, .
(I)n,i,jil/Q,k - éfzoji,jl)l/zk + 2\/§®£32,1]77€) S1 M=1
(O"Ov ) (a’Qv ) (Ot,*, ) - —
L 20,7 +2v50,7 ) — an,i,jll/Z,kz S1 M =2
(avﬁvo) (avﬁv*) 3 J—
2<I)n,i,j,k - q)n,i,j,kil/Q S M =0
(@.B,%) _ a,3,% a, 3% .
Qi jhrr2 = (I)Ez,ig,k)il/Q + 2\/5(1)51,1‘,‘;,]@) si M=1
201500 + 2VBRLY — oli) si. M=2

On utilise le signe du dessus dans le cas ou respectivemert 0, 7, < 0,&, <0

et celui du dessous popy, > 0,7, > 0, &, > 0.
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2.1.4 Stratégie de résolution

En juxtaposant au sein du vecteur flux inconnu les inconnaigises et surfaciques, on

obtient le systéme suivant a résoudre :

H
(I)n,i,j,k = Sn,z,j kQ” (N

Avec :

— ®,,, ;1 vecteur flux inconnu contenant les composantes scalaﬁxf@;é:l’) et surfa-
ciques @177, ;o 1k o R ).

— Sy.i;x Matrice de dimensiofV/ +1)* x (M +1)? contenant les composantes spatiales
et angulaires de I'opérateur de transport.

H
— Q. Vecteur contenant les termes sources.

— Cas linéaire (M=0).

La matriceS,, ; ; » se réduit dans ce cas-ci a un scalaire :

2unl  2mal  2l€,
Sniik = [Eim [l 2], '“}

Az; Ay, Az,

Avec comme terme de source :

(0,0, Q,Un (,0,0) 277n (0,%,0) 2€n (0,0,%)
Qnﬂv] k= |:Qn 1,5,k + A cbn,i—,j,k + Ay] (I)n,i,j— k Azk (I)n 2,7, k—

On note que I'on retrouve le schéma diamant classique tepgsenté au chapitre 1.



— Cas parabolique (M=1) .

La matriceS,, ; ; , S'écrit désormais :

Yijk Qﬁﬁ—; 2\/§AUZ 2\/§A§Zk
—2v/3 42 %+ 64 0 0
—2\/§"—n 0 Sijk +0E 0
S ih— —2fAZk 0 0 Sijk + 03
- 0 —2V33 -2V3f% 0
0 —2v/3 5 0 —2/3 4
0 0 —2v33 233
0 0 0 0
0 0 0
2\/§g—; 2[M 0
2V3 4~ 0 0
0 2¢/3Ln 2v/3 3
Yijk + 05 + 65 0 0
0 ik + 04 4+ 652 0
0 0 ik + Oz 4 632
_2\/§A§—Z _2\/§ij _2\/§sz
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0

0

0

0
2V33%

233

2V/3 4~

6#71 67771 6571
Lijk T Az; + Ay; + Az,
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Le terme de source s’écrivant dans ce cas :

Q(O,O,O)

n,6,5,k

100) _2\/—un CID(*OO

n,m k nsi—,5,k
(0,1,0) 0*0)
Q n, >] k 2\/_ n i j_
0 0,1) (0,0,%)
'ﬂ,Z,] k 2\/7Azk TL,’L,] k—

H
Qn,i,j,k -
(1,1,0) *,1,0 (1,*,0
Q ,]k_Q\/_ nz gk 2\/§ nz,g—k

101 *01 (1,0,%)
n,z,] k 2\/§ n i—,j,k 2\/_Azk n,i,7, kf

(0,1,1 0,%,1) 0,1,%)
nzgkz_2\/§ izzg— 2\/_Azk ngk—

(1,1,1) pn g (x1,1) 1,*,1 1,1,4<
_Q 1,5,k 2\/5 cbnz .k 2\/7 nzg— 2\/7A2k n,i,j,k—

On obtient ainsi un systéme dex 8 équations a résoudre.
— Cas cubique (M=2).
Dans le cas cubique, la matrifg ; ; . obtenue est de dimensia@f x 27 et est donc

difficilement lisible.

2.1.5 Balayage angulaire et spatial

Les relations précédentes peuvent étre résolues directsanes itération en connaissant
les flux aux frontieres du domaine.

Pour chaque directioﬂ_; et pour chaque cellule {i,j,k}, on détermine les composante
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On.ijk  partir deQ), ; ; et des flux rentrant aux frontieres ;_ ; x,dn.i j—k €t dpi k.

Les flux sortant®,, ;+ j x, ¢n.ij+x €1 0ni ikt SONt calculés ensuite a partir des relations

diamants généralisées.

Les flux sortants d’'une cellule correspondent aux flux remsree la cellule avoisinante

suivant la directiorﬁ;.

Le balayage spatial commence aux frontieres du domainelpsguelles le flux angu-

laire est connu , par exemple pour des conditions de videlpsquelles le flux angulaire

est nul, et se poursuit dans la directﬁ] du neutron.

Dans notre programmation, nous avons sélectionné les X&te¥ + et Z+ comme dé-

part pour le balayage de notre domaine géométrique, dertel goe les conditions de

vide doivent se trouver préférentiellement assignées adtés.

Les particules se dirigent alors vers les c6tés X — et Z—, pour étre réfléchies suivant

les conditions d’albedo imposées, puis repartent versdgsc<t-, Y+ et Z+, et ainsi

de suite.

Dans le cas ou les conditions aux frontieres, X + et Z+ ne sont pas des conditions

de vide, les composantes initiales du flux sont alors fixéesa dont récupérées de la

derniere itération interne, afin d’initialiser le balayagpatial.

En géométrie 3D cartésienne, nous n’utilisons pas de méttedir, aussi le vecteur

flux inconnu doit garder les termes .+ j k., ¢nij+.k €t dn ik aux frontieres X-, Y+

et Z+, en plus des moments harmoniques sphériques du flux a iéntédu domaine
gk

A la fin de chaque itération interne, les moments harmonigpésgrigues du flux sont

calculés a partir des composantasdu flux suivant I'équation (2.4). Ces valeurs servent

ensuite a calculer les termes de source de l'itération steygui permettront de calculer

les nouvelles composantes du flux, et ainsi de suite jusguigergence de la méthode

itérative.
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2.2 Implémentation et validation dans DRAGON

Dans cette partie, nous présenterons d’abord le code deur€RAGON dans lequel a
été programmé la méthode décrite dans la premiere partie deapitre. Ensuite, nous

aborderons la méthodologie appliquée lors du test et ddiiati@n de notre code.

2.2.1 Cadre de travail : le code de réseau DRAGON

Le travail de programmation a été entierement réalisé darmde de réseau « DRAGON
version 4 (Marleau, G., Hébert, A. & Roy, R. ; 2007a) déveloapEcole Polytechnique
de Montréal au sein de I'Institut de Génie Nucléaire. Larthistion Version 4 comprend
les dernieres versions de chaque code de physique desursagtecours de développ-
pement & I'Ecole Polytechnique de Montréal.

Ce code de cellule est basé sur une architecture entierenoghiaire ; I'interface entre
les différents modules étant réalisé par la librairie GABlldu « GAN generalized Dri-
ver » (Roy, R. & Hébert, A.; 2000).

Dans le cadre de ce travail, deux modules ont été modifiés :

— le module SNT :, qui génere le tracking de la méthode auxrorées discretes,

— le module FLU :, qui résoud I'équation de transport muitgpe.

Au départ du projet, la méthodey était déja disponible en 1D et 2D, donc l'aspect
structurel du travail de programmation n’est pas intervétar contre, il a fallu généra-

liser en interne dans chaque module le traitement paricdl cas 3D.

2.2.2 Méthodologie de la validation

Afin de tester notre programmation, nous avons réalisé uredétude sur des bench-

marks relativement simples a un et deux groupes d’énergies Dne premiére approche,
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nous avons compareé les résultats sur des géométries 2DgsosolveursSy 2D déja
validé et notre nouvelle méthode en 3D. Les deux solveukgedbmontrer une concor-
dance parfaite pour les valeurs convergées, étant doniméilawgle dans I'approche de

la programmation de la méthods; en 2D et en 3D. Dans un deuxiéme temps, nous
avonc cherché a comparer les résultats des méthydes S P, en 3 dimensions.

Nous avons utilisé des cas-tests relativement simples :

— Un set de benchmarks mono-énergétique anisotrope,

— Un set de benchmarks a deux groupes d’énergie isotrope.

Ces benchmarks sont des problémes a valeurs propres séspdiimprenant au moins
un matériau fissile. Si I'on considére que la réaction estope dans le référentiel du

laboratoire, la distribution en source peut étre écriteadmniere suivante :

QF.0)= [ s, (7.0 0.0+ )
A 47Tkieff

v (7)o(7T) (2.16)

Avec:

Y (7, Q— ﬁ’) section efficace macroscopique de diffusion,

ks, facteur de multiplication effectif,

vY¢(7), le nombre de neutrons secondaires multiplié par la seeffa@ace macrosco-
pique de fission.

Dans le cas d’'un milieu isotrope, la section efficace de siiffia est uniguement une
fonction de I'angle de diffusion, I'équation précédenteitpgonc se réécrire de la ma-

niére suivante :

. PR ~ 1
Q(T,0) = / U7, Q- Qo (T, ) +

i (e @)

On développe ensuite la section efficace de diffusion emndohes de Legendre :

L
)= 5, (TR Q) (2.18)

47
1=0

o)

Bs(7,
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Avec L représentant I'ordre des polyndmes de Legendre. Besis, = OetL = 1
correspondent respectivement a un milieu isotrope et a lirurinéairement aniso-
trope. On cherche a évaluer la précision de nos calculs staléar duk. s, et sur le
taux d’absorbtion macroscopique. Pour ce faire, on utdigmr la suite les définitions
Suivantes :

— Akesr = |kefr — k:;“;fc\ x 10° en pcm, parties par cent mille.

re

— € = T ;Z; ' , erreur sur la densité du taux de réactions macroscopigfgssipar
T = Ethiz‘-

On représente usuellement cette grandeur & I'aide dediemaximalde,,,..| = max; |¢;|

et par I'erreur moyenne= vit > Vileil.

2.2.3 ComparaisonSy 2D/3D

Dans cette premiere étape de la validation de la prograromdidée a été de comparer
sur des cas simples les résultats 2D et 3D. En effet, en dégratie géométrie 3D,
Nous pouvons nous ramener a un cas 2D, éventuellement méaseg@aimétries 1D a

plaques.

2.2.3.1 Testnuméro 1 : comparaison 2D/3D
Dans ce cas précis, le benchmark a été défini dans (Héber20A6b). Il s’agit d’'un
probleme a valeur propre dont les sections efficaces demgedaont linéairement ani-

sotropes :

Cette géométrie, présentée a la figure [2.2], est constitedex 5 régions dans le plan



| Mélange| &, [X! |2l vy
1 0.025 | 0.013 | 0.0 0.0155
2 0.025 | 0.024 | 0.006 | 0.0
3 0.075 | 0.0 0.0 0.0
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TAB. 2.1 Benchmark anisotrope : sections efficaces des mélanges

{X,Y}. Onyimpose une zone de vide dans le coin de 'assemblage= &ui concerne
les conditions aux frontieres, des conditions de vide sppliguées en X- et Y-, tandis
gue 'on fixe des conditions de réflexion en X+ et Y+. ChaqudImiit initialement 40

cm de longueur, que I'on peut par la suite subdiviser de faégualiere em,;;.

- /./
40 cm # 3
i 5
/'j E
A 5
7
7 g
& 9 c
- =
e g
Ea
A
S —

FIG. 2.2 Benchmark anisotrope

Afin de pouvoir traiter cette géométrie en 3 dimensions, ¢gouta une dimension suli-
vant Z, de longueur unité afin de conserver le volume et degiooemparer les taux
de réactions. On fixe ensuite des conditions de réflexion eet Z+ afin de simuler

numériquement des dimensions infinies.

Les calculs ont été faits en deux parties, dans un premigrg@m géométrie 2D, puis
en géométrie 3D. On introduit désormais les notations stég Dans le cas présent, on

compare pour chaque parameétre de discrétisation les saddtenues en 2D et en 3D,



soit :

et:

Les résultats obtenus sont fournis dans le tableau suivant :

Akﬂ‘ff = ‘keffSD -

€ =

Tiap

Tisp — Tiap

keff2D| X 105

en %

(M [Subm [ ke 2D [ keyr 3D | [Akesy[ (PCM) | €mar (%) | € (%) |
1 [1x1x1]0.9863804 | 0.9868124 | 42 0.42 0.23
1 | 3x3x3]0.9915440 | 0.9914402 | 10 0.11 0.08
1 [5x5x5 09919349 | 0.9918675 | 6.74 0.05 0.03
2 | 1x1x1]00921270 | 0.0922294 | 10.24 0.10 0.07
2 | 3x3x3]|0.0921548 | 0.9922458 | 9 0.10 0.07
2 | 5x5x5 | 00921548 | 0.9922501 | 9 0.10 0.07
3 [1x1x1]00921542 ] 0.0921464 | 0.78 0.00 0.00
3 | 3x3x3]|0.0921549 | 0.9921471 | 0.78 0.00 0.00
3 | 5x5x5 09921549 | 0.9921472 | 0.77 0.00 0.00

TAB. 2.2 Benchmark anisotrope : comparaisar2D/3D
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On a utilisé dans nos calculs une quadrature angulajfé correspondant au degré

d’intégration spatial (linéaire, parabolique et cubiqu@h s’apercoit au travers de ces

premiers résultats que les écarts entre les deux calculsresrfaibles : les différences

pour lesk.;; sont d’environ 10 pcm dans le cas linéaire et paraboliquifétieur au

pcm dans le cas cubique. Les écarts sur les taux de réactahsjsand a eux prati-

quement nuls. L'écart décroit logiquement avec I'ordrentgration et le raffinement

spatial, les valeurs calculées tendant asymptotiqueneestes résultats convergés.
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2.2.3.2 Test numéro 2 : Benchmark IAEA 2D.

Nous allons ici comparer de nouveau nos résultats en 2D dDeerButilisant le bench-
mark isotrope IAEA 2D (ANL, 1977) présentée a la figure [2c®)respondant a 1/8 de
coeur en géometrie 2D cartésienne a deux groupes d’énergie.

Pour approximer numériquement le cas 2D en 3 dimensiong aeons rajouté une
dimension en Z tres supérieure a celles en X et Y, avec destmoraide vide aux fron-
tieres. Nous pouvons ainsi traiter le benchmark avec noé&thodeSy en 3D. Nous
comparons ici les valeurs dey; pour chaque ordre de discrétisation spatial et angu-

laire.

P
7
Mixture index

20 cm No

incoming
3 current
2 1 4
[3] 3

T T T T T T T T T T T T T T e e e G

Fic. 2.3 Benchmark IAEA 2D



— Cas linéaire : M=0

| n| Subm

| kegs 2D

‘ keps 3D

| [Akegs] (pem) |

1

I1x1x1

0.962246

0.9622462

0.02

2X 2 X2

0.9705232

0.9705132

1

I1x1x1

0.9630179

0.9630095

0.84

2X2x2

0.9711748

0.9711754

0.06

1
3
3
5

1x1x1

0.9629602

0.9629626

24

5

2X2x2

0.9710641

0.9710658

0.17

TAB. 2.3 Benchmark IAEA2D : comparaisd, .; 2D/3D pour le cas diamant linéaire

avec n=1,3,5

— Cas parabolique : M=1.

| n| Subm

| kegs 2D

‘ keps 3D

| [Akegs| (pem) |

1

1x1x1

0.9633241

0.9633238

0.03

2X 2 X2

0.9704603

0.9704603

0

I1x1x1

0.9645308

0.9645301

0.07

2X 2 X2

0.9712398

0.9712400

0.02

1
3
3
5

1x1x1

0.9645028

0.9644991

0.37

5

2X2x2

0.9711704

0.9711705

0.01

TAB. 2.4 Benchmark IAEA2D : comparaisdf),_; 2D/3D pour le cas diamant parabo-

lique avec n=1,3,5




— Cas cubique : M=2.
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| n| Subm

‘ kers 2D

‘ keps 3D

| [Akegs] (pem) |

1

I1x1x1

0.9630765

9.630762

0.03

2X 2 X2

0.9704487

0.9704482

0.05

I1x1x1

0.9643060

0.9643061

0.01

2X2x2

0.9712283

0.9712281

0.02

1
3
3
5

1x1x1

0.9643400

0.9643397

0.03

0.9711498

0.9711497

0.01

512x2x2

TaB. 2.5 Benchmark IAEA2D : comparaisd, ., 2D/3D pour le cas diamant cubique
avec n=1,3,5

Dans ces tableaux, correspond aux ordres des quadratures angulaires chgespgc-
tivementSs,,S, et Sg). Nous avons subdivisé ensuite la géometrie en raffinanaléage
par un facteur 2 (subm=2).

La difféerence entre les.;; calculés décroit premierement en fonction de I'ordre d’in-
tégration spatial, du raffinement spatial, et égalemenbantion de I'ordre de la qua-
drature angulaire. Comme précédemment, les résultatsrieners leurs valeurs conver-
gées, et donc I'erreur décroit identiquement pour les castZD.

A la lumiere de ces premiers résultats, on peut des lors sgppoie I'on a cohérence de

nos 2 méthodes, et que nous avons correctement implémenééas 3D.

2.2.4 Invariance par rotation de la géométrie

Dans le cadre de la validation de notre méthode, il est apparessaire de tester I'inva-
riance par rotation des résultats de notre solveur.

Pour une méme géomeétrie tridimensionnelle cartésieneatée suivants les trois pos-
sibilités du repére, on va ainsi vérifier que les résultatsrfis par notre méthode sont

identiques.
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2.2.4.1 Testnuméro 3 : géométrie 3D a 3 plans

Dans un premier temps, on reprend le benchmark anisotrdime pcédemment dans

le plan{X,Y} en 2D. On va définir une géométrie 3D en rajoutant deux autessp

en {X, Y} identiques au premier. Ensuite ces trois plans seront ésutie 90 degrés,
pour étre paralléles au pldiX, 7}, enfin apreés encore une rotation de 90 degrés, on les
orientera parallélement au plair, Z'}. On impose désormais des conditions de vide aux
frontieres.

On compare les résultats pour chaque ordre d’intégratimm@ht, parabolique et cu-

bique), pour un ordre de quadrature angulaire fixé a 6.

ke
Orientation cas linéaire| cas pargboliqu¢ cas cubique
| plan X-Y | 0.7733045 | 0.7892788 | 0.7894073 |
| plan X-Z | 0.7733042 | 0.7892788 | 0.7894367 |
plan Y-Z 0.7733042 0.7892788 | 0.7894167
maz(dk.sr) €N pcm 0.03 0]294

TAB. 2.6 Benchmark anisotrope 3D : test 1 d’invariance par imtat

Concernant I'ordre linéaire et parabolique, on ne remappgede différence significa-
tive pour les trois orientation (écart relatif de 0.03 pcmipe schéma diamant linéaire).
Pour I'ordre cubique, I'écart relatif sur la valeur du;; est de 3 pcm. On met en évi-

dence ici un Iéger probleme d’ordre numérique concernaguement I'ordre cubique.
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2.2.4.2 Testnuméro 4 : géométrie 3D a 5 plans.

On reprend la méthodologie appliqguée dans le cas précémlat,cette fois-ci 5 une
géometrie comportant 5 plans €&, Y'}. Similairement, par permutation des trois axes
{x,y,z} qui correspondent a des rotations composés autesitiis axes, on obtient tour

a tour trois configurations.

Key
Orientation cas diamant cas parabolique cas cubique
plan X-Y 0.5704736 0.6006991 | 0.6014801
plan X-Z 0.5704750 0.6006992 | 0.6012382
plan Y-Z 0.5704749 0.6006992 | 0.6012590
max(dk.sr) €N PCM 0.14 0.01 | 22.1

TAB. 2.7 Benchmark anisotrope 3D : test 2 d’'invariance par iatat

On obtient dans ce cas la une différence inférieure a 0.1 pum Ips cas linéaires et
paraboliques.

Par contre, I'écart entre les différents résultats powdfe cubique grimpe a 22 pcm,
I'ordre de la perturbation numérique étant relié au nomlereédjions, plus important

dans le cas de cette géométrie.

2.2.5 ComparaisonSy/SP,.

La deuxieme étape de validation a consisté a comparer lekatssfournis par la mé-
thode Sy en 3D avec ceux d’autres méthodes. Nous nous sommes a@igsIsés en

particulier a la méthod# P,,, dont les solutions pour un méme ordre d’intégration spa-
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tial et angulaire sont connus pour étre similaire aux mébéd, (Hébert, A. ; 2006c),
(Longoni, G.; 2004).

En particulier, nous nous baserons sur le phénoméne decsmgergence qui a été éta-
bli dans le cas des méthodBset S P, utilisant une intégration de type Gauss-Legendre
des matrices d’assemblages (Hébert, A.; 2006b). Par a|léaquivalence numérique

a été établie entre les schémas diamants d’ordres élevés etdthodes P, utilisant

la méthode des éléments finis mixtes duaux de Raviart-Thoavas une intégration
de type Gauss-Legendre des matrices d’assemblages dapertH& ; 2006c). Nous

chercherons donc a généraliser ce résultat en 3D.

2.2.5.1 Théorie de la méthod& P,

Le but ici est de réaliser une description treés succinte dedthode des harmoniques
simplifiés (S P,), pour une lecture détaillée, on peut se référer a (Hébert2@06b).
Dans le cadre de la résolution de I'équation de transporhdthode des harmoniques
sphérigues ou méthode, est basée sur un développpement en harmoniques sphériques
du flux angulaire a I'ordre N, N étant un nombre impair. Lesnmamiques sphériques
formant une base compléte de la sphére unité, on doit redrguourN — oo la solution
exacte de I'équation de transport.

Le probléme est qu’en géométrie 3D, le nombre d’équatiynsouplés croit el (N +
1)?). Le nombre d’équations a résoudre est donc trés impor@anguplage impliquant
de surcroit les moment angulaires ainsi que des dérivédislsgacroisées de ces mo-
ments.

Afin de réduire le temps de calcul, (Gelbard et al. ; 1959) psepent dans les années 60
une approche simplifiée de la méthode des harmoniques gphagrinommée méthode
SP,.

La procédure appliquée est d’étendre la variable spatisd@s 3D en substituant les dé-

rivées d’ordre 2 dans les équatiaRs 1D par I'opérateur laplacien 3D. En conséquence,
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le couplage entre les dérivés spatiales est éliminé, eftient(N + 1) équations au
lieu des(N + 1)? du casP,.

Néanmoins, la conséquence de cette approximation inteodans I'opérateur de fuite
est que la méthod&P, ne converge pas exactement vers la solution exacte de tiéqua
de transport quanty — oc.

Malgré cela, pour des systéemes idéalisés caractériséepaniieux homogenes et iso-
tropes, les méthodesP, et Sy conduisent a la méme solution, pour une méme quadra-
ture angulaire et une discrétisation spatiale identique.

De plus, les méthodesP, permettent d’obtenir des solutions améliorées par raport
calcul en théorie de diffusion classique. Par ailleurshi&mwmeéne de superconvergence,
qui correspond fondamentalement a un gain en terme de jré@sur une discrétisa-
tion spatiale fixée, a été démontré dans (Hébert, A.; 2006 pne intégration de type
Gauss-Legendre des matrices d'assemblages.

Ainsi une discrétisation spatiale basée sur la méthode ldeseats mixes-duaux de
Raviart-Thomas, avec une intégration de type Gauss-Legeatebs matrices d’assem-
blages ménent a une approche superconvergente de la saleti®équation de trans-
port, par rapport a une intégration de type analytique.

L'équivalence numérique entre le schéma diamant pour laodétSy et une approche
mixe-duale, linéaire et superconvergente de la métligdeété démontré en géometrie
1D dans (Hébert, A.; 2006b). Cependant, on doit garder pritegue I'équivalence for-
melle entre méthod§,,,; et méthodeP, n'est valide que dans le cas de géometrie 1D.
Dans les cas 2D et 3D les quadratures angulaires sont capdiligégrer exactement
les relations d’orthogonalité des harmoniques sphéripuseg’a I'ordrel = n/2, ce qui
n’est pas suffisant pour observer I'équivalence entre las deéthodes.

Par comparaison avec la métho8é,, le phénoméne de superconvergence pour les
schémas diamants d’ordres élevés pour les méthgden 1D et 2D a été montré dans

(Hébert, A.; 2006c). Nous allons étendre ce résultat au Pas 3
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2.25.2 Test5: comparaisorb,, /S P, : benchmark IAEA 3D

Le benchmark IAEA3D (ANL, 1977) correspond a 1/8 de coeurgletravec des condi-

tions de vide aux frontieres. Il comprend 4 plans suivanelZqtie décrit a la figure [2.4].

/q:‘ ’/q:_
Plane 1 7 Plane 2 7
. ’
Mixture index
L No No
20 cm incoming incoming
current 3 current
4 2 1 4
!"7 (3] [3]
7 ¢ 7 ¢
4 4
/q:‘ ’/q:_
k4 7

Plane 3 Plane 4
No No
incoming incoming

3 current 5 current
3 2 1 4 5 4
(3] [ 3] (5] [5 |
7 ¢ 7 ¢

/s 7

Fic. 2.4 Benchmark IAEA 3D

Nous allons comparer les résultats en faisant varier lempetres suivants :

— n:ordre de la quadrature angulaire

— subm : indice de discrétisation de la géometrie

— l'ordre de I'intégration spatiale : schéma aux différendeamant, parabolique et cu-
bigue dans le caSy, ordre de la représentation en éléments finis (polynéméailies,
paraboliques et cubiques) dans le 6d3%,.

Les solutionsS P, sont obtenues a partir de la méthode des éléments finis rueasx

de Raviart-Thomas (Hébert, A. ; 1993), en utilisant unegraéon de type Gauss-Legendre
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des matrices d’assemblages (€léments finis superconteygiea solveur utilisé ici est
le code de calcul de coeur TRIVAC 4 (Hébert, A.; 2007a).

— Cas linéaire

[ Subm | Kers Sus | begs SB[ [Akeyy] (pem) |

I1x1x1

1.016342

1.018628

228

2X 2 X2

1.024337

1.023971

36

4x4x4

1.025348

1.025004

34

I1x1x1

1.01623

1.019456

322

2X2x2

1.024506

1.024493

1.3

4x4x4

1.025529

1.025504

2.5

1x1x1

1.016124

1.019500

337

2X2x2

1.024508

1.024482

2.6

g O Oj| W| W| W|| ||| S

4x4x4

1.025517

1.025497

2

TAB. 2.8 Benchmark IAEA3D : comparaisdh, /S P, pour les cas linéaires




54

— Cas parabolique

‘ n ‘ Subm ‘ keff SnJrl ‘ keff SP, ‘ |Akeff‘ (pcm)\
1]1x1x1/|1.020503 | 1.025279 | 477
1]2x2x2|1.025686 | 1.025337 | 34.9
3| 1x1x1]1.020729 | 1.025775 | 504
3|2x2x2|1.025853 | 1.025828 | 2.5
5| 1x1x1/|1.020700 | 1.025765 | 506
5|2x2x2|1.025823 | 1.025820 | 0.3

TAB. 2.9 Benchmark IAEA3D : comparaisdt) . 1/S P, pour les cas paraboliques

— Cas cubique
[n|Subm [ Ferr Suir [ ke SPy [ [Akess| (pCm) |

1| 1x1x1]1.020530 | 1.025238 | 470.8

1| 2x2x211.025686 | 1.025354 | 33.2
311x1x1]1.020834 | 1.025716 | 488.2
312x2x2|1.025861 | 1.025846 | 1.5

51 1x1x1]1.020829 | 1.025709 | 488
512x2x211.025857 | 1.025836 | 2.1

TAB. 2.10 Benchmark IAEA3D : comparaisch) /S P, pour les cas cubiques

On s’apercoit que les méthodgg et S P, convergent vers les mémes solutions. En effet,
le milieu est isotrope et présente peu d’hétérogénéitéiet’de bruit sur la solution
apparaissant dans la méthagiB, pour n élevé est quasimment négligeable, et les deux

meéthodes convergent vers la méme valeur. L'écart entrégedtats des deux méthodes
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décroit tres fortement avec le raffinement spatial, on peatagalement conclure que

la convergence des deux méthodes est aussi bonne, bierfiguende.

A la lumiére de ces premiers résultats, on peut dés lors s@ppoie I'on a cohérence de

nos 2 méthodes, et que nous avons correctement implémenééas 3D.

2.3 Implémentation et validation de la méthode DSA

Comme expliqué lors du chapitre 1, les méthafigsont connues pour présenter des vi-
tesses de convergence tres faibles quand le rapport deitasefficace de diffusion sur
la section efficace totale (« scattering ratio ») du milievdelet proche de 1. La méthode
d’accélération retenue dans le code DRAGON est la méthode (D& usion synthetic
Acceleration. Ce choix se justifie d’abord par sa compatibilité connuecde schéma
diamant, et également par la disponibilité dans le solv&®INVAC des méthodes de ré-
solution de I'équation issue de I'approximation de la difan.

On a ainsi utilisé une approximatidh du flux dont les équations harmoniques sphé-
riqgues du flux sont discrétisées par une méthode des élérmistsle type Raviart-
Thomas avec une intégration de type Gauss-Legendre desesattassemblages.

A l'ordre du schéma diamant (linéaire, parabolique ou cu&jcgcorrespond I'ordre de
discrétisation des éléments finis (polyndmes linéaireghmdiques et cubiques). Lin-
térét de la méthode DSA étant de faire converger plus rapdefes itérations sur la
source, nous avons testé I'implémentation de notre schégfadnr les mémes bench-
marks que précédemment, en comparant le nombre d’itégaiiernes avec ou sans
DSA.
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2.3.1 Test 6 : benchmark anisotrope 3D a un plan

Dans un premier temps, nous avons comparé le nombre daénabur le benchmark
anisotrope 3D défini au paragraphe [2.2.3.1] Le parameétiesarger est la réduction
du nombre d'itération interne. Nous avons réalisé les fests les trois ordres (linéaire,
parabolique et cubique), pour les quadratures angula@ves-symmetric de type 2, et

Se-

— Cas linéaire : M=0

n DSA | Itérations externes Itérations internes
4 | sans dsg 12 | 62

avec dsa 8129
6 | sans dsa 12 | 62

avec dsa 7|28

TAB. 2.11 Test du DSA pour le cas linéaire

— Cas parabolique : M=1.

n DSA | Itérations externes Itérations internes
4 | sans dsg 13|81

avec dsa 14 | 54
6 | sans dsa 20| 88

avec dsa 13| 53

TAB. 2.12 Test du DSA pour le cas parabolique



— Cas cubique : M=2.

D

n DSA | Itérations externes Itérations internes
4 | sans dsa 20| 114

avec dsa 15|91
6 | sans dsg 22| 114

avec dsa 22199

TAB. 2.13 Test du DSA pour le cas cubique

57

Les résultats indiquent une nette diminution du nombrediition sur la source dans le

cas linéaire, la diminution étant moins importante poucksparaboliques et cubiques.
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2.3.2 Test de I'implémentation du solveur GMRES a l'aide du lenchmark NEA
3D

Dans cette partie, nous utilisons le benchmark NEA 3D prépas (NEA/NSC 2007)
afin de valider 'implémentation du solveur GMRES et de sdic&fité lorsque employé
conjointement au schéma de préconditionnement DSA. Laigésa compléte de la
géométrie du probleme sera réalisée au cours du chapitrensunous y reviendrons
donc par la suite. Nous précisons simplement que lors destenteus avons utilisé une
géométrie de type 3D cubique, comprenant deux parallé@épgpemboités et une source
de neutrons située a l'origine. Afin de mettre en évidencéifisultés de convergence
connues pour la méthods,, nous avons fait tendre le rapport ;—j de I'ensemble du
milieu vers 1.

Pour cela, nous avons fixé dans un premier temps les secffamaes totales des mi-
lieux 1 et 2 égales a 1.0, puis fait varier c entre 0.1 et 1.

Dans une deuxiéme étape, nous avons imposé des sectioasesfpour les milieux 1 et
2 tres différentes, sol; = 0.1 etX; = 5.0. On obtient ainsi un milieu tridimensionnel
fortement hétérogene et optiquement épais, connu poutelinefficacité du schéma
DSA a moins d’étre utilisé conjointement avec des méthoddsrglov, d’apres (Warsa,
J.Setal.; 2003).

Enfin, nous avons testé l'influence de I'ordre d’intégraspatial sur notre schéma DSA,
car des problemes de cohérence pour les ordres parabdliquieigue sont apparus lors
des phases initiales de test de la géométrie du benchmak3BE

Pour ces trois tests, nous avons rapportés le nombre diitésanternes en fonctions du
rapportc = % Les quatre possibilités de notre solveur sont :

t
Itérations libres, sans préconditionnement DSA ni w@tilen du solveur GMRES(K) ;

Préconditionnement DSA uniquement;
Solveur GMRES(k) uniguement;;
Préconditionnement DSA et solveur GMRES(K).
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Pour les deux premiers tests, le schéma diamant linéairgiksé. On obtient alors les

courbes suivantes :

2.3.2.1 Nombre d'itérations en fonction du coefficient de dfusion

Cas 222-c-2-c, sections efficaces totales homogenes

7 T T T T T + +—+
libre
dsa
gmres
6| O gmres+dsa + + + 0™
%]
Q
E
2 s5f + ® ® o o o o o) -
‘0
c
kel
8
2
o
2 © &
I
o
c
3F & & ] & & & & OV
2 | | | | | | | |
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

ratio de scattering

Fic. 2.5 Test GMRES et DSA : cas 222-c-2-c



nombre d'iterations internes

Cas 221-c-3-c, sections efficaces totales heterogenes

60

10 T T T T T T ;
libre
dsa
9 gmres + T
gmres+dsa
8 + + E
7 + B
6 + + 0 o o &
5 + ® o) o o 4
44 (0] X B
3 X & & © & o & o K
2 a4 | | | | | | |
0. 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FiG. 2.6 Test GMRES et DSA : cas 221-c-3-c

ratio de scattering
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reduction du nombre d'iterations internes

6000
o + - libre
L O dsa
5500 gmres
O - gmres+dsa
5000 |- . b
4500 - i
]
€ 4000} e
g
c
c 3500 . b
Ke]
@
2
£ 3000 B
(]
]
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e
2000 » i
1500 - ’ el
1 +
1000¢ «
500 :
1 2 3
ordre spatial

FIG. 2.7 Test GMRES et DSA pour les différents ordres spatiawncbhmark IAEA3D

2.3.2.2 Analyse des résultats

Comme prévu, on observe une augmentation générale du naliiérations internes
lorsque le rapport = g—j s’approche de 1. De plus, le cas hétérogéne présente legique
ment un plus grand nombre d’itérations que le cas homogéne.

La premiére constatation est que pour le schéma diamaatidné'utilisation du sol-
veur GMRES est trés efficace et I'utilisation conjointe dhéna DSA permet encore
d’améliorer son action. Le deuxieme graphique montre quetebre d’itérations pour

le cas fortement hétérogene est largement réduit pariatibn des méthodes de Kry-

lov, comme convenu.
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Enfin, le dernier graphique met en évidence un probleme dérenbe entre les schémas
d’ordres élevés parabolique et cubique avec le précondiéiment DSA. L utilisation du
schéma DSA semble déstabiliser numériquement I'ordrebpéicpie et cubique, ce phé-
nomene n'apparaissant que dans le cadre de géométrientarésen nombre important
de régions. On note cependant que l'utilisation du solveMRES(k) tend a restabiliser

le schéma DSA.
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CHAPITRE 3

ETUDE DU BENCHMARK NEA 3D A LAIDE DU CODE DRAGON

Dans ce chapitre, nous allons présenter I'étude qui a éliédéalans le but d’analyser
le benchmark NEA3D-TAB-2007 a I'aide du code DRAGON, avemate solveur la

méthodeSy tridimensionnelle décrite dans le chapitre précédent.

3.1 Problématique et but de I'étude du benchmark NEA-3DTAB2007

Cette étude a été proposée par (NEA/NSC 2007) dans le cadyeodpe d’expertise
en transport radiatif 3D de TOCDE/NEA. L'utilisation delcals déterministes 3D en
transport devenant de plus en plus fréquente, il conviersfideerroger sur la fiabilité
des solutions produites. L'exercice proposé a été inttathris le but d’évaluer les per-
formances des codes de transport déterministes en 3D, @&cupe variation a grande
échelle des parametres définissant une géomeétrie simple.

Le benchmark proposé est pour ce faire relativement siroptestitué tel que décrit a la
figure (3.1) par deux parallélépipédes emboités, avec wresde neutrons a l'origine.
Ce sont les parameétres définissant les dimensions géonesrainsi que les sections
efficaces macroscopiques totales et le coefficient de effiudes deux milieux que I'on
va faire varier suivant une grande échelle de valeurs. B, affi ne cherche pas dans
cette étude a se focaliser sur les erreurs de modélisatipnotileme, c’est pourquoi la
géomeétrie, ainsi que les données nucléaires ne sont pastgppées. Le but principal
est en vérité d’évaluer les codes déterministes selon lkediopnance du point de vue
informatique, c’est-a-dire suivant la cohérence et la ituaes solutions numériques

produites, par comparaison avec des solutions de type Moewtie fournies par les or-



64

ganisateurs de I'exercice.

Les trois criteres d’études proposés par Yousry Azmy afittudtrer les performances

des codes de calculs sont :

— Faire varier sur une grande échelle les parametres défmissgéométrie et les don-
nées nucléaires, afin de faire ressortir des tendancesrguéltement d’arriver a gé-
néraliser les résultats pour une certaine classe de preblem

— Larésolution de I'équation de transport implique unemisation des variables spa-
tiales, énergétiques et angulaires. Le probleme propasd gtonocinétique, seules
la discrétisation spatiale, selon le nombre de cellulesatieuts, et la discrétisation
angulaire, suivant le nombre d’ordonnées discrétes, yaiienir. La problématique
est de pouvoir s’assurer que nos solutions numériquestsmanergées, ce qui n'est
pas évident a prouver dans la majorité des calculs. Pourarelgrifie qu'étant donné
une discrétisation spatiale et angulaire suffisante, ugenantation de ces dernieres
engendre une décroissance linéaire de 'erreur : la solationérique est alors consi-
dérée comme étant dans le domaine de convergence monotone.

— L'obtention de solutions 3D en transport par des codes bellsadéterministes im-
pligue généralement de nombreuses options, et il est sbdifiécile pour les simples
utilisateurs de bien ajuster tous les parametres intente@aest pour cela que lors
du développement des algorithmes de calculs, les dévalopfirent des parametres
par défaut. Afin de tenir compte de ceci, il est donc demandéatlyser les résultats
produits a I'aides des options par défaut, et par ailleursegerter toute utilisation

non standard du code.

3.2 Description du benchmark

Tel gu’annoncé précédemment, la géométrie du probleméesies. on considere deux

parallélépipédes imbriqués I'un dans l'autre, avec I'mrégdu systéme de coordonnées
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cartésiennes fixée comme origine du parallélépipéde ext&€elui-ci est d’ailleurs ré-
férencé comme le parallélépipéde 1, et celui qui est intesheéférencé comme le pa-

rallélépipéde 2.

o

.

(0,001 | -

Fic. 3.1 Géométrie du Benchmark NEA 3D

Les six faces du parallélépipede 1 sont entourées de vidassaest de dimension unité
(1 x 1), sa hauteur est L. Le parallélépipede 2 est dimensionméfdateury < 1 par
rapport au premier, et a donc comme dimensjor v x L. On note par la suite les
sections efficaces macroscopiques totaleset >,, et les coefficients de diffusiony

et ¢y, respectivement pour les régions 1 et 2. La source unitatréoealisée dans le
parallélépipéde 1 au niveau de l'origine du repére, et oeaupe région de dimension

(1—7)/2x (1 —7)/2x L(1 —~)/2 tel que décrit a la figure suivante.

La suite de problemes a traiter est maintenant construit@ieant varier de maniére

indépendante les différents paramettes, X1, o, 1, ¢s.
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k)

e

(0,0,0%

Fic. 3.2 Position de la source unitaire

| Parametrd Valeurs |

L 0.1]1.0] 5.0
~ 0.1/ 05/ 0.9
5 0.1] 1.0] 5.0
61 05]0.8] 1.0
3N 0.1/ 1.0]| 5.0
e 05]0.8] 1.0

TAB. 3.1 Tableaux des paramétres

On permet ainsi & chaque paramétre de prendre 3 valeursj c@wgidonne un total
de3% = 729 cas a traiter. On notera par la suite les différentes cordtguns suivant la
proposition suivante : on associe a chaque parametre ureiedimpris dan$1, 2, 3},
correspondant a sa valeur. Par exemple, le cas 111111 poncka la premiere colonne
du tableau, 222222 la deuxieme et 333333 la derniéere.
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3.3 Valeurs recherchées

Pour chacune des configurations définies précédemmentarons a fournir les flux
calculés pour un certain nombre de sous-volumes et de ssricla géométrie. On aura
au total 23 valeurs de flux pour chaque configuration, évaugsnt 15 sous-volumes

et 8 surfaces de la géométrie. On cherche a déterminer eingrdandeurs suivantes :

— Le flux scalaire pour :

1 Le parallélépipéde 1 qui n'est pas dans 2;

2 Le parallélépipede 2;

— Le flux sortant net pour les faces suivantes :

3x=0,y€l0,1],z€[0,L];
4x=1y€l0,1,2€0,L];
52=0,z€l0,1],y €10,1];
6 z=L,ze0,1],y €0,1];

To=010-7/2yell=7)/2,01+7)/2],z €[L(1 =7)/2, L1 +7)/2];
8r=01+7)/2yell=)/2,1+7)/2],z€[L(1=7)/2,L(1+7)/2];
9 z=L(1-7)/2,2€[(1=7)/2,(0+7)/2,y € [(1=7)/2, (1 +7)/2];

10 z = L(1+7)/2,2 € [(1 =v)/2,(1+7)/2l,y € [(1 =7)/2, (1 +7)/2];

— Le flux scalaire pour les volumes définis par :

11 z,y € [(1—7)/4,(1—7)/2],2 € [L(1 — ) /4, L(1 —v)/2];
12 2,y € [(1 —7)/2,1/2],z € [L(1 —v)/2, L/2];
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13 2,y €(1/2,(1+7)/2],z € [L/2,L(1 +7)/2];

14 2,y € [(1+7)/2,3+7)/4],z € [L(1 +7)/2, L(3+)/4];
152 €[(3+7)/2, 1,y €[0,(1 —7)/4z € [0, (1 —~)/4];

16 z € [3+7)/4, 1,y € [(B+7)/4,1]z € [0, L(1 —v)/4];

17 z,y € [0,(1 —)/4],z € [L(3+v)/4, L];

18z €[(3+7)/4,1,y€[0,(1=)/4],z € [L3+7)/4, L];
19z €[B+7)/41,y€[B+7)/41],z € [LB3+7)/4,L];

20 x € [1/2,(1+7)/2,y € [(1 —7)/2,1/2],2 € [L(1 —v)/2, L/2];
21 z,y € [1/2,(1+7)/2],z € [L(1 —v)/2, L/2];

22 z,y € [(1—7)/2,1/2],z € [L/2, L(1 +~)/2];

23 2 € [1/2,(1+7)/2,y € [(1 —7)/2,1/2],€ [L/2, L(1 +7)/2].

3.4 Etude préliminaire de convergence

Avant de traiter 'ensemble de la suite des géométries datbeark, il faut justifier que

nos résultats numériques soient bien dans le domaine dergamce monotone, en clair
gue nos calculs soient convergés. La procédure appligaéelessuggérée par Yousry
Azmy, et correspond a trouver les parametres de discriétisgpatiales et angulaires a
partir desquels on observera une décroissance linéaireroiir. On réalisera tour a tour

I'étude de convergence pour les parametres de discrétisgatiales puis angulaires.

3.4.1 Options disponibles dans notre solveur

Nous avons utilisé dans cette étude le code de réseau DRA@ONplutions numé-
riques étant obtenues a I'aide de la méthSge3D. Les options disponibles concernant

l'intégration des variables spatiales et angulaires sont :
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— Ordre d’intégration spatial linéaire (valeur par défapgrabolique et cubique ; res-
pectivement M=0, M=1 ou M=2.
— Quadrature a niveaux symétrique®g v, soit les quadratures angulaires
[Sa, Sy, Sg, s, S10, S12, S14, S16, S18, S20]. Lutilisateur doit dans ce cas fixer I'ordre
de la quadrature angulaire.
Les options d’accélération des itérations internes tetslguschéma DSA (valeur par
défaut), et le solveur GMRES(K) n’interviennent pas daatutie de convergence mo-
notone.
Nous avons réalisé une étude compléte pour les 3 colonnexbthat. En particulier,
nous avons traité les cas limites de la suite de benchmadyar ceux définis par la
premiére et derniére colonne (cas 111111 et 333333). Ondéwasen effet que d’un
point de vue mathématique, ces derniers correspondentaeanrs extremes des pa-
rametres, ils incluent donc toutes les configurations ptesi Ainsi, si I'on atteint le
domaine de convergence monotone pour ces deux cas, on gimédhent considérer
gue les résultats numériques obtenues pour toute la sullerdghmarks seront égale-
ment dans le domaine de convergence monotone.
Nous avons réalisé séparémment une étude de convergencepdlux scalaires et
pour les flux surfaciques, car apres des tests préliminaigsst avéré que ces derniers
néceéssitaient des parameétres de discrétisation spatiaisssurtout angulaires plus im-

portants.

3.4.2 Etude préliminaire : le cas 222222

Nous présentons ici I'étude de convergence réalisée paaseorrespondant aux va-

leurs de la colonne centrale, soit :

L=1.0;7v=0.5;%1 =1.0;¢1 =0.8;25 = 1.0;¢c0 = 0.8.
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On cherche a déterminer quels seront les paramétres détdiation minimales afin de
s’assurer d’étre dans le domaine de convergence monotaues. &ons utilisé I'option

par défaut en ce qui concerne l'intégration de la variabbdiaje, & savoir le schéma
diamant.

La premiére étape a consisté a fixer une quadrature angilaireelativement élevée

afin d’éviter une mauvaise discrétisation angulaire, etaffiner I'indice de discrétisa-

tion spatial, correspondant aux dimensions de la celluleadeul. On obtiendra ainsi

dans un premier temps l'indice de discrétisation spatiaimmal des que I'on observera
une diminution linéaire de I'erreur.

Dans un second temps, on fixera I'indice de discrétisatiatiapa une valeur relative-
ment correcte, et on augmentera cette fois-ci I'ordre deubdcpture angulaire, afin de
déterminer également I'ordre de discrétisation anguhairemal. On obtient les courbes

suivantes :
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3.4.2.1 Cas 222222 : Raffinement spatial pour les flux scales

x107° 222222 case : D1 Sn12 no DSA
8
T T T L
+ + . L,error
o L2 error
L error
7= o 1
6l -
5 -
54 b
+
3 -
o
2l -
©
1+ 4 —
+
© +
o ! I b o) ) ] o) ® &
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
submesh

FiG. 3.3 Cas 222222 : évolution de I'erreur en fonction du raffieat spatial pour les
flux scalaires
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3.4.2.2 Cas 222222 : Raffinement angulaire pour les flux scales

222222 case : D1 Sn12 no DSA
0.08 T T

T
+ . L,error
o Lyeror

L error
0.07 — bl H

0.04 — -

err

0.03%- =

0.02— -

o
O+
et
=
=
B

Sn number

FIG. 3.4 Cas 222222 : évolution de I'erreur en fonction du raffieat angulaire pour
les flux scalaires
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3.4.2.3 Cas 222222 : Raffinement spatial pour les flux surfaqies

222222 case D1 Sn12 NDSA
0.045 : : :

T
+ . L,error
o Lyeror

0.04 L, error ||

0.035— -

0.03— -

0.025 — -

err

0.015— —

0.005 — o + —

+

]

: §

10 12 14 16 18 20
submesh

e
=2
@

ol o+

FiG. 3.5 Cas 22222 : évolution de I'erreur en fonction du raffieatrspatial pour les
flux surfaciques
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3.4.2.4 Cas 222222 : Raffinement angulaire pour les flux surdaques

222222 case D1 no DSA
0.012 T T

4 Lyerror
o Lyeror

L, error

0.008 — =

5 0.006¢- —

0.004 — —

0.002 — —

Sn order

FIG. 3.6 Cas 222222 : évolution de I'erreur en fonction du raffieat angulaire pour
les flux surfaciques

3.4.2.5 Interprétations des résultats

On s’apercoit en premier que les indices de discrétisatipasales et angulaires doivent
étre plus élevés dans le cas des flux surfaciques. En effeg guai concerne la variable
spatiale, le régime monotone est atteint dans le cas deschilaiies pour une discrétisa-
tion spatial de 8, correspondant a 110592 régions pour gétsmétrie. Pour la variable
angulaire, on note que I'erreur décroit linéairement aipdetla quadraturés.

Dans le cas des flux surfaciques, on doit avoir au minimum diténde discrétisation
spatial de la géométrie de 10, soit maintenant 216000 régloordre de la quadrature
angulaire doit quant a elle étre désormais au minimum de fGréndra lors du traite-
ment entier du benchmark les valeurs de discrétisationlssmpportantes , c’est-a-dire

celles correspondant au domaine monotone pour les fluxcsguies.
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On réalise maintenant la méme étude pour les cas 111111 88333

3.4.3 Etude de convergence pour le cas 111111

3.4.3.1 Cas 111111 : Raffinement spatial pour les flux scalas

N 111111 case D1 Sn12 no DSA
35
T T T

T
+ . L,error
o Lyeror

L, error

25— -

err

15— -

05— —

+
® 5 & ® ®
1 1 1 1 1
10 12 14 16 18 20
submesh

o o +
ol 0 +

FIG. 3.7 Cas 111111 : évolution de I'erreur en fonction du raffieat spatial pour les
flux scalaires
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3.4.3.2 Cas 111111 : Raffinement angulaire pour les flux scales

111111 case D1 Sn12 no DSA
0.09 T T

T
+ . L,error
o Lyeror

0.08 L, error ||

0.07— -

0.06 — -

0.05— -

err

0.03%- + !

o
+

Sn order

FiGc. 3.8 Cas 111111 : évolution de I'erreur en fonction du raffieat angulaire pour
les flux scalaires
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3.4.3.3 Cas 111111 : Raffinement spatial pour les flux surfaqies

111111 case D1 Sn12 no DSA
0.045 ¥ T T T

T
+ . L,error
o Lyeror

0.04 L, error ||

0.035— -

0.03— -

0.025 — -

err

0.015— —

0.005 —
+
®

o I I I I I I I ¢ @ .
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
submesh

FiG. 3.9 Cas 111111 : évolution de I'erreur en fonction du raffieat spatial pour les
flux surfaciques
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3.4.3.4 Cas 111111 : Raffinement angulaire pour les flux surdaques

111111 case D1 no DSA
0.03 T T

+ L, error
o L,eror

L, error

0.025— =

5 0015 —

0.01— -

0.005 — =

T

Sn order

FIG. 3.10 Cas 111111 : évolution de I'erreur en fonction du raffient angulaire pour
les flux surfaciques

3.4.3.5 Interprétation des résultats

Comme pour le cas 222222, le domaine de convergence monesbagteint pour des
indices de discrétisation plus élevés pour les flux surtesgOn obtient au final dans ce
cas comme ordre angulaire minimal 8, et comme indice deétisation spatial 8, soit

110592 cellules de calculs au minimum.
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3.4.4 Etude de convergence pour le cas 333333

3.4.4.1 Cas 333333 : Raffinement spatial pour les flux scalas

x107¢ 333333 case D1 Sn12 no DSA
6
T

4+ . L error
o - L,eror

N

L error

8

err
w
T
1

+

&
0 ! ! ! ) &
0 2 4 6 8

submesh

FiG. 3.11 Cas 333333 : évolution de I'erreur en fonction du reffient spatial pour les
flux scalaires



80

3.4.4.2 Cas 333333 : Raffinement angulaire pour les flux scales

x107° 333333 case D1 Sn12 no DSA
35 T T T

+ . L,error

o L2 error

L, error
3¢ 1]
25— ,
2= -

5
15— -
[
1= -
&
05— -
&
[}
&
o ! ! | ! | ¢ & ®
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Sn order

FIG. 3.12 Cas 333333 : évolution de I'erreur en fonction du reffient angulaire pour
les flux scalaires
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3.4.4.3 Cas 333333 : Raffinement spatial pour les flux surfaqies

%10 333333 case D1 Sn12 NDSA
1.4
T

+ . L,error
+
o Lyeror

L, error

12— =

0.8 - —

err

0.6 -

02~ ° -

6
submesh

FiG. 3.13 Cas 333333 : évolution de I'erreur en fonction du reffient spatial pour les
flux surfaciques
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3.4.4.4 Cas 333333 : Raffinement angulaire pour les flux surdaques

x107 333333 case D1 NDSA
T T

4+ L error

error

o L
L error

B

err

© +
o

o+

H
R0+
o
5
.
&

1 1
2 4 6 8 10 12
Sn order

20

FIG. 3.14 Cas 333333 : évolution de I'erreur en fonction du raffient angulaire pour
les flux surfaciques

3.4.4.5 Interprétation des résultats

On obtient également dans ce cas un ordre angulaire minien| et comme indice de
discrétisation spatial 8, soit 1433600 cellules de calaulminimum. Il est important de
constater que c’est ce cas qui nous pose le plus de probléntesge de limitation de
mémoire. Afin de traiter toutes les configurations possialex les mémes parametres,
il a fallu vérifier que les ordres de discrétisation spatiamgulaire choisis n’entraine-
ront pas un dépassement de la capacité d’allocation mémmaixénale. L'option DSA
introduit par ailleurs une limitation supplémentaire emte de gestion de mémoire, ceci
étant d0 a I'allocation de I'espace mémoire supplémengaite la résolution de I'équa-
tion P, du formalisme DSA.

A la lumiére des résultats précédents, on remarque uneitsigelpour les valeurs mi-
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nimales de discrétisations angulaire et géométrique @suB kcas analyseés, soit respec-
tivement de 8 et 8, c’est-a-dire une quadrattigeavec une subdivision uniforme de la
géométrie d’'un facteur 8.

Nous allons désormais réaliser la méme étude avec un schintéguhtion spatial de

type parabolique, uniquement pour le cas 222222 étant dameénarque précédente.

3.4.5 Etude de convergence avec le schéma parabolique

3.4.5.1 Cas 222222 : Etude de convergence avec le schéma paligue pour les

flux scalaires

X 10° 222222 case : D2 Sn12 no DSA
T T T

+ . Lyerror
o Lyeror
18 L error [

16— -

14— —

12— -

0.8 -

06— —

04— =

+
o I I Q I & I
4 5 6 7

submesh

X3

FIG. 3.15 Cas 222222 : évolution de I'erreur en fonction du raffient spatial pour les
flux scalaires
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3.4.5.2 Cas 222222 : Etude de convergence avec le schéma patigue pour les

flux surfaciques

222222 case : D2 Sn12 no DSA
0.04 T T :

+ . Lyerror
o L,eror

L, error

0.035~

0.03— -

0.025 -

5 002 B

0.015— -

0.011— ° B

0.005 — -

o O +

0 | | ! |
1 2 3 4 5

submesh

FiG. 3.16 Cas 222222 : évolution de I'erreur en fonction du reffient angulaire pour
les flux surfaciques

3.4.5.3 Interprétation des résultats

Comme attendu, le domaine de convergence monotone estt gthes rapidement du

point de vue spatial, et un indice de discrétisation spdéa} suffit dans ce cas la.

3.4.6 Conclusion de I'étude préliminaire de convergence

On peut maintenant sélectionner avec précision les parastd notre solveur, afin dans

une premiére approche de traiter entierement la suite dehbwarks, et également de
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s’assurer que nos résultats numériques sont dans le dodetwvergence monotone.
Nous devons par ailleurs fournir 3 études complétes, clebiam entendue devant étre

dans le domaine monotone. On a ainsi sélectionné les 3 coatfigs suivantes :

Configuration 1, correspondant aux parameétres par défaut :
— Schéma Diamant Linéaire sans fixup.
— Quadraturesg de typelL() y avecu, optimise.
— Discrétisation spatiale de la géométrie par un facteur.de 8

— Accélération de la convergence interne par précondiéorent DSA.

Configuration 2 :
— Schéma Diamant Linéaire sans fixup.
— Quadratures;, de typeLQ y avecu; optimisé.
— Discrétisation spatiale de la géométrie par un facteuOde 1

— Pas d’accélération de la convergence interne.

Configuration 3 :
— Schéma Diamant Parabolique.
— Quadraturesy, de typel v avecu; optimisé.
— Discrétisation spatiale de la géométrie par un facteur. de 4

— Pas d’accélération de la convergence interne.
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3.5 Présentation des résultats

3.5.1 Propriétés numériques du solveur

Les calculs ont été réalisés en simple précision, avec tererde convergence sur les

flux suivant :
— —
| ¢+ — ¢ ]|

H
¢ ™l
Afin de comparer nos résultats vis-a-vis des solutions MCBIRéErence, nous avons

<107°

retenu deux méthodes d’évaluation de 'erreur :

— l'erreur relative locale en pourcentage sur les flux posir2@ régions par configura-
tion;

— l'erreur RMS globale par configuration.

L'erreur relative sur les valeurs des flux recherchés nousigitra de comparer région

par région, et éventuellement de mettre en évidence certaarts locaux.

L'erreur RMS nous donnera quant a elle une estimation deelerglobale commise

pour chaque cas.

3.5.2 Analyse de I'erreur sur nos résultats

Dans cette partie, nous allons présenter quelques réstddtahant I'erreur relative locale
pour certaines régions. Nous avons séparés les résultatsgsguels I'écart relatif est
relativement faible pour tous les flux calculés, et les cas fEsquels certaines régions

présentent des valeurs tres différentes.
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3.5.2.1 Présentation des résultats pour des cas homogénes

On sélectionne a titre d’exemple les cas suivants :

erreur relative en %
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FIG. 3.17 Erreur relative pour le cas 211111
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FiG. 3.18 Erreur relative pour le cas 211113
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FiG. 3.19 Erreur relative pour le cas 211223
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Cas 222322
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FIG. 3.21 Erreur relative pour le cas 222322

On constate premierement que les résultats issus desscaletl2, réalisés en schéma
diamant linéaire et pour une quadrature angulaire reygeontSs et S;,, présentent
pour tout les cas traités au moins une région dont I'écatréstimportant. A l'inverse,
les résultats générés en schéma diamant parabolique, @¥euadraturéy, présentent
des écarts corrects. |l apparait des lors que les parang&tidiscrétisation pour les deux
premiers tests ne soient pas suffisants pour traiter cemestit la totalité du benchmark.
Il est nécessaire alors de vérifier si une augmentation dadréale la quadrature avec le

schéma diamant peut mener a une diminution significativeedeur relative.
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Cas 211223
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FIG. 3.22 Erreur relative pour le cas 211223 : schéma diamant

Pour ce cas précis, les trois calculs ont été fait respentwt avec les paramétres sui-

vants :

— 1:Schéma diamant linéaire, quadrature angulgiret discrétisation spatiale de 8;

— 2: Schéma diamant linéaire, quadrature angulgigest discrétisation spatiale de 8;

— 3: Schéma diamant parabolique, quadrature anguiajret discrétisation spatiale de
4.

On s’apercoit que 'augmentation de la quadrature angulait fortement diminuer

I'écart relatif entre nos calculSy et les résultats MCNP. Par ailleurs, le schéma diamant

paraboliqgue permet comme prévu un gain significatif en tetenprécision par rapport

au schéma diamant linéaire.
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Ces résultats peuvent étre généralisés finalement a tocedelsi benchmark en utilisant
I'erreur RMS telle que sur le graphique suivant pour les 3peéres configurations du

benchmark.

x10~° erreur RMS

45— —
0. runl

0 run2

4 B run3d =

35— —

erreur rms
w
T
1

25— -

10 15 20 25 30

FiG. 3.23 Erreur RMS pour les 30 premiers cas

On s’apercoit que I'écart RMS est trés largement supérieur [es cas 1 et 2. La pre-

miére remarque importante est donc que les ordres des quidrangulaires des calculs
1 et 2 sont trop faibles. Dans ces deux cas, la forte dépeadargulaire du flux dans

la majorité des cas est mal prise en compte, et en conséqunesag@sultats sont tres
éloignés.

En tenant compte de cette remarque, nous allons dorénavigiuiement considérer les
résultats issus du run 3, qui correspond aux paramétresmens possibles dans notre
solveur pour traiter tout les cas du benchmark en raisonriéégmes d’espace mémoire

évoqués précédemment.
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3.5.2.2 Analyse des cas présentant un fort écart relatif

On peut distinguer a prime abord deux difficultés :

— Lescas a géométries extremes, apparaissant quand lesp@mgéomeétriques prennent
des valeurs définissant un probleme peu physique;

— Les cas ou les sections efficaces et les coefficients desidiffisont fortement hétéro-
genes.

Ainsi, les configurations pour lesquellés= 0.1, ou I'on obtient une géométrie quasim-

ment plate, e, = 5 présentent au moins une région ou le flux calculé va étre eh éca

relatif tres différent.

Seuls les configurations pour lesquelles= 1, menant & un parallélépipéde externe

purement cubique, peuvent présenter pour toutes les zaseScarts relatifs corrects.

Il apparait que la majorité des configurations du benchmaitaime des écarts relatifs

supérieurs a 100 %. sur au moins une valeur de flux calculée.

Les graphiques suivants illustrent ces phénomenes, dapenrier temps pour les cas

111111 et311111, ou la difficulté est purement géométrigeeghmark plat), ainsi que

parlescas 113111 et 313111, présentant une forte hét&ibgsur les sections efficaces

totales £, = 5, X5 = 0.1).
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Cas 113111
S T T T
3500 - .
3000 - .
2500 |- u N
2000 .
:
1500 .
1000 |- : .
500 : e | .
i’ a o.. . 5 : nl i
ol RS MR - LENY: S A R R N N  EE R S
1 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

regions

Fic. 3.25 Erreur relative

:cas 113111
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Ces quatre exemples peuvent étre complétés par toute unpligade cas similaires,
néanmoins les conclusions seront les mémes : de forts étatifs sont présents pour
une majorité des configurations de la suite du benchmarkefms, nous retrouvons
pour la majorité des cas une amélioration de nos résultasugmentant I'ordre de

raffinement spatial et angulaire de nos calculs.
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3.5.2.3 Analyse des résultats présentant un écart croissaavec I'indice de discré-

tisation

Il apparait cependant des cas ou I'augmentation de nos paesrde discrétisation en-
traine une augmentation de I'écart entre nos résufiatet les résultats MCNP. Ceci

n’intervient que pour les derniers cas du benchmark préasedes valeurs de flux trés
faibles dans certaines régions, et pour lesquels les assMICNP présentent une erreur

statistique relativement conséquente.
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FiG. 3.28 Erreur RMS pour les 30 derniers cas

On peut présupposer un probléme de convergence des redditaP, mais ceci sera

par la suite rééxaminé lors de la publication des solutien®térence finales.
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3.6 Conclusion

L'analyse de nos résultats nous poussent a mettre en agdimigtions de notre solveur
Sy. La plupart des configurations du benchmark exigent poertéitées convenable-
ment une discrétisation angulaire maximale, dans notrébaade sur une quadrature
LQy de tye 2 limitée a I'ordreS,,. La localisation de la source, la forte hétérogénéité
ainsi que les cas hautement diffusifs font que la pluparcdesdu benchmarks peuvent
mener a observer un effet de raies. Ce phénomene est récdaresle cadre des mé-
thodesSy, et se traduit par I'apparition d’oscillations non physguour les valeurs
calculées du flux, typiguement dans les conditions déquittsédemment. La cause est
principalement un trop bas niveau de discrétisation amgul®n peut supposer que
limplémentation d’autres types de quadratures permetitain traitement amélioré de
la variable angulaire, et ainsi de mieux prendre en comdtata dépendance angulaire
du flux dans certaines régions.

Par ailleurs, I'ordre d’intégration cubique n’a pu étrdisé de maniére systématique,
ceci étant di a un probléme de stabilité numérique intentedi@ns les cas ou les di-
mensions géomeétriques sont trés faibles.

Il a également été décelé que I'utilisation du schéma DSAodot@ment aux schémas
d’ordre parabolique et cubique venait perturber numértpre la solution, et entrainait
une divergence du solveur.

Il est apparu également une forte limitation en terme d’espaémoire, empéchant dans
certains cas de raffiner trés fortement notre géométrie.

Toutefois, dans les configurations les moins extremes dahmeark, les résultats
présentent des écarts relativement faibles par rapporésuktats MCNP, soit environ 5
a 10 % au maximum.

Enfin, dans un soucis de cohérence la comparaison de notatésec d'autres sol-
veursSy tridimensionnels nous sera grandement utile, afin d’éwdletment envisager

des améliorations futures.
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CONCLUSION

Au cours de ce travail, nous avons implanté une méthode alonoées discrétes tri-
dimensionnelle a ordres élevés dans le cadre de la résollgidéquation de transport
multigroupe.

Le solveur 3D cartésien utilisant le formalismig est maintenant disponible dans le

code de réseau DRAGON, et conjointement a ce travail, ueataih particuliere a été

apportée aux méthodes d’accélération de la convergeneendéthodesy . Ainsi, deux
méthodes complémentaires sont désormais implantés :

— Le formalisme DSA, reposant sur une approximati@rdu flux par la méthode des
éléments finis mixes-duaux de Raviart-Thomas et avec uégration de type Gauss-
Legendre;

— L'utilisation de méthode de Krylov, dans notre cas le solV@éMRES(K) a été mis en
place dans le cadre de la résolution des itérations intelmé&sméthode .

L'ensemble de ce travail a par la suite été validé, en sulegmtocédure suivante :

— Comparaisoryy 2D/3D sur des benchmarks isotropes et anisotropes simpiesa
deux groupes d’énergie ;

— Comparaisory,,, 1/SP, en 3D sur des benchmarks isotropes a deux groupes;;

— Comparaison avec des solutions de type Monte-Carlo senlehmark NEA3D-TAB-
2007.

L'ensemble de la phase de validation a mis en évidence degmes a éventuellement

prendre en considération lors de I'utilisation future dlveor Sy 3D :

— Un phénomeéne de perturbation numérique apparait de regoectuel lors de I'uti-
lisation du schéma cubique, notamment lors de I'utilisatie dimensions tres faible.

— Une incohérence entre les schémas DSA et les ordres pgabett cubique, non
systématiques également, qui pourrait étre due égalemenpeobléme d’ordre nu-

mérique.
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Néanmoins ces phénomeénes n’apparaissent que dans un nasipeent de cas, et ne
devrait pas affecter I'utilisation de notre méthode awoarttes discrétes tridimension-
nelle lors de travaux futurs.

Enfin il conviendrait de s’interroger sur la possibilitérdplanter des quadratures angu-
laires plus élevées et d’éventuellement paralléliserenmide, comme cela a été effectué

pour la majorité des codesy tridimensionnels.
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ANNEXE |

ETUDE NUMERIQUE DE L'ORDRE DES SCHEMAS D’INTEGRATION
SPATIAUX

.1 Théorie

Une méthode de résolution numérique donnée est dite camnergsymptotiquement a

I'ordre M si I'on a la propriété suivante sur la solution nuimée :

|¢analytique - ¢numerique| = O(EM) aveclime =0 (|1)

e—0

Avec ¢ le pas du maillage. On peut encore exprimer l'ordre de cgerere a partir de

I’erreur g|0b3-|e€z = |¢analytique - ¢numem’que|a SOit :
e;=0(eM) < 3IK >0 le; = KeM (1.2)

Nous allons nous assurer que nos schémas d’intégrati@asrin parabolique et cubique
vérifient cette propriété, c’est-a-dire que I'on obtierdrbrespectivement :

e; = O(¢;) pour le cas linéaire (1.3)

e; = O(7) pour le cas paraboliqe (1.4)

e; = O(€}) pour le cas cubique (1.5)
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Pour cela, onreprend le cas test utilisé dans le paragraph8 [1]. On raffine le maillage

de maniere uniforme en X, Y et en Z d’'un facteuet 'on compare I'écart relatif en

norme infini sur I'erreur pour les flux calculés. La valeur d&rence est prise pour un
raffinement maximal, correspondant aux résultats issusalesls faits avec le schéma
cubique et un raffinement spatial de 6. Ceci introduit de dai approximation dans
nos calculs, mais I'on peut néanmoins considérer notreisal$y issue de ce calcul

comme une bonne approximation de la valeur convergée.

On a de fait la relatior; = K¢, d'ou :
log(e;) = log(K) + Mlog(e;) (1.6)

SiI'on trace le graphe du logarithme de I'erreur en fonctionogarithme du pas, on
doit obtenir une droite dont le coefficient directeur copsd a I'ordre de convergence
de notre méthode.

Lorsque I'on subdivise uniformément le maillage initialid'facteura, ce qui est équi-
valent a multiplier le nombre de régions par avec D=3 dans le cas d’'une géometrie
3D, 'erreur globale est réduite d’un facteur .

En effet, pour un ordre M l'erreur sur les valeurs serae ), e correpondant au pas
du maillage. Si I'on divise par un facteuk, I'erreur de troncature locale sera désor-
mais de(?(;—Z). Le rapport des deux erreurs de troncature sera alot¥ de’). Etant
donné un schéma d’intégration d’ordre M, on aura pour ch&gae relatif sur les flux

¢; les propriétés suivantes :
€ = O((Nregions;) ™M) < IK >0 | & = K(Nregions;) ™ (1.7)

Et:
log(€;) = log(K) — Mlog(Nyegions) (1.8)
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Par ailleurs, si I'on raffine uniformément d’un facteurentre les calculs et: + 1, on

aura les relations :

NregionsiJrl = agNregionsi (|9)
D’ou
€it1 I _wm €it1 Lo
= — AK = K(— 1.1
Hoo(m) M e ;S0 | =K (.10)
Onaalors:
€it+1
M~ ——""72 .11
3 x In(«) (L11)

On peut facilement vérifier a partir des relations (1.8) €tX) que nos méthodes numé-
riques possedent bien les ordres de convergence escoptésela nous allons tracer
les courbes pour chaque cas de l'erreur en fonction du noodrégions, en échelle

logarithmique.
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1.2 Etude du régime monotonique de convergence

Pour déterminer expérimentalement I'ordre de convergdasdrois schémas d’intégra-
tion spatiaux, il faut d’abord s’assurer que nous sommesdaas le domaine de conver-
gence monotone pour chaque cas, c’est-a-dire qu’un rafénedonné du maillage per-
met une décroissance linéaire de I'erreur sur les flux cédcudn remarque a l'aide de
la figure suivante qu’une discrétisation de 4 suffit poursiasr d’étre dans le domaine
de convergence monotonique, on va donc prendre les erreuespondant a 5,6 puis a

7 subdivisions uniformes de notre géometrie.

etude de convergence preliminaire
200 T T T T

+ - lineaire
O -+ parabolique
180 cubique

160 - -
140 .
120 i

100 N

erreur

80 N

60 - N

20, -

0 Q- S I ) & PN RN
1 2 3 4 5 6 7
nombre de subdivision du maillage

FiG. I.1 Etude de convergence monotonique
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[.2.1 Cas linéaire

Nsubm S 6 7
erreur relative,,,,, | 0.83| 0.49| 0.28

TAB. I.1 Erreur relative pour le cas linéaire

etude de convergence: domaine monotonique

1 T T T T T T

0.9 Ny

08f .

0.6 e |

erreur

0.5 o ]

0.3 .
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5 5.2 5.4 5.6 5.8 6 6.2 6.4 6.6 6.8 7

nombre de subdivision du maillage

FIG. 1.2 Erreur relative pour le cas linéaire
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courbe log(e)=f(Nregions)
0 T T T I
+ - cas lineaire

0.4} ' 1

-1.2+ . -

1.4 ! ! ! ! ! ! ! !
6.6 6.8 7 7.2 7.4 7.6 7.8 8 8.2 8.4

log(Nregions)

FiIG. 1.3 Erreur relative pour le cas linéaire : courbe log-log

L'ordre de notre méthode correspond numériquement a lavakesolue de la pente du

graphe. On obtient dans ce casi€i~ 0.78389.
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1.2.2 Cas parabolique

Noubm 5 6 7
erreur relative,,,,. | 0.01| 0.005| 0.0002

TAB. |.2 Erreur relative pour le cas parabolique

108( 107 etude de convergence: domaine monotonique
4 T T T T T T T

O -+ parabolique

erreur
(o]
T
|

2 ! ! ! ! ! ! ! ! !
5 5.2 5.4 5.6 5.8 6 6.2 6.4 6.6 6.8

nombre de subdivision du maillage

~G

FIG. 1.4 Erreur relative pour le cas parabolique
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courbe log(e)=f(Nregions)
_45 T T I I
o O -+ cas parabolique

|
o
wn
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I

log(erreur)

1 1
6.6 6.8 7 7.2 7.4 7.6 7.8 8 8.2 8.4
log(Nregions)

FIG. 1.5 Erreur relative pour le cas parabolique : courbe lag-lo

Le coefficient directeur de la courbe de I'erreur en fonctionnombre de régions est

d’environ M =~ 1.66009.



[.2.3 Cas cubique

erreur

2.5

15

0.5

Nsubm 5 6 7
erreur relative,,,,,, | 0.03| 0.001| 0.0

TAB. |.3 Erreur relative pour le cas cubique

etude de convergence: domaine monotonique

T
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nombre de subdivision du maillage

FIG. 1.6 Erreur relative pour le cas cubique
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courbe log(e)=f(Nregions)
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O - cas cubique
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FIG. I.7 Erreur relative pour le cas cubique : courbe log-log

Numériquement, on détermine itf ~ 2.584.

On retrouve au travers de ces résultats les bons ordres ddegirade nos ordres de
convergence, ceci restant avant tout une évaluation erpétale. Par ailleurs, la dépen-
dance angulaire a été traitée en prenant une quadrgfgiree qui vient fausser légére-
ment nos calculs puisque I'on n’intégre pas exactementrialve angulaire. Toutefois,
les ordres de grandeurs des schémas linéaire, parabotigubique sont retrouvés, et
ces calculs peuvent étre généralisés sur n'importe quédimétrie, tel que cela a été fait

pour I'analyse du benchmark NEA 3D.



